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SARRERA .

Euler-ek,1 .752 .urtean, beraren "Principles of
the motion of fluids" argitarapenean, potentzialaren ekua
zioa azaltzen du lehen aldiz .

Azterturiko fluidoa konprimaezina zela kontsi
deratuz eta fluidoaren puntu baten abiadura, S funtzio ba
ten OS gradiente bektorearen bidez adieraz zitekeela supo
satuz, S funtzioak ondoko ekuazioa betetzen zuela ikusi
zuen :

(1)

	

+ JS +ó~=0,
')x 2 Oyz ,daz

Ezaguna denez, (1) ekuazioa "Potentzialaren

edo Laplace-ren ekuazi oa" da .
Halaber, XVIII . mendean,Laplace- k, gorputz ba

tek beste gorputz puntual batetan eragiten zuen erakarpen
grabitatorioaren problema aztertzerakoan, potentzialaren

ekuazioa lortu zuen .

1 .813 . urtean, Poisson-ek, aurreko mendean La

placek esandakoari zuzenketa bat egin zion .Poisson-ek iku-

si zuen moduan, (1) ekuazioak, masa puntuala masa eragile-

tik kanpo zegoeneko kasuan balio zuen soilik, masa puntuala

masa eragilearen barnean zegoenean, ondoko Poisson-en ekua

zioa lortzen zelarik :

(2)

	

3\t + aV + -6
2
V = -41fp .

ezX2 -dy2 r&&2

e, masa eragilearen dentsitatea zela kontsideratuz .
Hauek dira hain zuzen, potentzialaren ekuazio

aren eta ekuazio eliptikoen lehen urratsak .

Ikusten denez, berriz ere, Fisikak bere proble

metarako ereduak sortzerakoan, ekuazio .matematikoetara jo_

tzen du .

Honelatan ba, Matematikaren atal nagusienetari
ko

	

bat sortzen da : DERIBATU PARTZIALETAKO EKUAZIOAK



(D .P .E .) .

XVIII . mendetik aurrerantzean, D .P .E .-n mundu
honetan aritu izan dira zenbait matematikari ospetsu .Batzu
aipatzeagatik, hor ditugu, Poisson, Green, Riemann, Neu-
mann,etab ., Potentzialaren Teoriaren barnean .

Dena dela,'gaur egun, leona Klasikoa nolabait
atzean utziz, Teoria Moderno batetaz hitzegin daiteke, Ana
lisi Funtzionala eta Metodo Topologikoak beraren oinarria
direlarik gehien bat .

D .P .E .-n artean, Ekuazio Eliptiko Ez-linealen
eremuak, Schauder eta Leray-ren lehen lanen ondoren, mende
honetake hirugarren hamarkadatik aurrerantzean izugarrizko
garapena izan du .

Ekuazio Eliptiko Ez-linealen arteko atal bat,
Ekuazio Eliptiko Erdilinealena da . Arlo honetan, ondoko
problemak aztertzen dira esatebaterako :

(3)

v11

- 4~i u=f(x,u), íI-n .

u=0,

	

"~ n-n~

neR N irekia izanik eta f(x,z) emaniko funtzioa .

Aipa ditzagun problema hauek ebazteko erabil-
tzen diren metodorik garrantsitsue,nak :

(i) Monoton.i Metodoa . .

(ii) Metodo Topologikoak (Schauder-en puntu

fixuaren teorema, Leray-Schauder-en Graduaren Teoria,etab .)
(iii) Metodo Bariazionalak .
Metodo Bariazionalen artean, Puntu Kritikoen

Metodoen bultzatzailerik handiena P .H .Rabinowitz dugu .

Gu, lan honetan, Rabinowitz-en (14) argitara-
peneko metodoari jarraitu gatzaizkio, berau egokituz, zen-

bait problema aztertzen'saiatu garelarik .
Esan behar da, halaber, problema hauek azter-

tzea oso interesgarria dela, zeren eta Fisika Teorikoaren
eta Mekanika Kuantikoaren problemak modelizatzean agertzen

baitira . Hortaz, oso garrantzitsua da berauen e-bazpenen



(4)

(5)

harra deneko kasuan, bai
Lan honetan

den eragile diferentzial
dela, hemen lortzen diren
tikotarako hedá daitezke .

Ikus dezagun

existentzia eta unizitateari buruzko emaitzak ezagutzea
eta beraien propietateetaz jabetzea, adibidez, zein espa-
ziotan kokatzen diren ezagutuz . .

Gure lan honen helburua, Neumann-en ondoko
Problema Eliptiko Erdilineala aztertzea da,aipaturiko Rabi
nowitz-en metodoa egokituz :

- Du=f(u), SI -n .

11L7-0, afl-n .
(a K

-Q-CR N (Ná3) ireki bornatu konexu eta erregularra izanik .

Metodo honi jarraituz, problema hau ebaztea
ezinezkoa aurk'itu dugun kasuetan, mugako baldintza zeiharra
duten (5) problemen ebazpenen segida konbergenteen bidez,
(4) problemaren ebazpenak lortzen saiatu g-ara,

1

	

- áu=f(u), f -n .

+~u=0, 'a .~. -n .

Aukeratu dugun problema Neumann-ena izan da,

Dirichlet-ena ebatzita bait zegoen metodo hau segituz .

Problema hon .en ebazpenen existentziari buru--

ko emai tzak frogatzean, l,im- f (tyt bal ioari

	

1 apl acetarra -ren '

lehen autobalioarekin zerikusia duen baldintzak inposatu

beharrean aurkitu gara . Hortaz, autobalio honetarako karak-

terizazioak ematen saiatu gara, bai mugako ba 1 dintza zei-
Neumann-ena denekoan .

azterturiko problemetan agertzen
eliptikoa 1aplacetarra da ;dena
emaitzak, edozein eragile elip-

azkenik, lanaren kapituluetako

banaketa zein den, eta kapitulu bakoitzaren edukina .

(i) O,Kapi.tuluan, lanean zehar erabiliko .diren

notazio eta oinarrizko kontzeptu eta emaitzak aipatzen dira

( Sobolev-en Espazioak, Sobolev-en injekzioak, Gree-en For



mulak,etab .) .

(ii) 1 .Kapituluan, Rabinowitz-en (14 ) lanar¡

oso hurbiletik jarraituz, hurrengo kapituluetan zehar behar

izango diren puntu kritikoei buruzko emaitzak azaltzen di-

ra, "mendilepoaren teorema" hain zuzen ere .

(iii) 2 .Kapituluaren lehen atalean,Teoria Es-

pektral orokorrari buruzko emaitza ezagunak azaltzen ditugu .

Bigarrenean, gure problemei dagozkien autobalio-problemak

aztertzen ditugu, hots, ondoko biak :

(7)

(8)

lx

' - Q u=\u, .2-n .

ni ft

- Au=Xu, 1-n .

=0, ~dS2-n .
rt

Bertan,probléma hauen lehen autobalioetarako karakterizazio

oso erabilgarriak lortzen dira .

(iv) 3 .Kapituluan,Rabinowitz-en metodoa ego-

kituz, (5) problemarako, ebazpenen existentzi teorema bat

ematen da, f funtzioak zenbait baldintza betetzen dituenean,

ucC 2 (11) ebazpen ez-negatibo eta ez-nulu bat gutxienez exis

ti tzen, del a frogiatuz .

(v) Azken Kapituluan, 4 .ean hain zuzen, Neu

mann-en (4) problema aztertzen dugu . Lehen atalean, 3 .Kapi

tu.luko existentzi teoremaren parekoa den emaitza bat froga

tzen da .Bigarrenean, teorema hone .k baliorik ez dueneko ka-

suetan, (5) problemen ebazpenen segiden bidez, (4) proble-

maren ebazpenak lortzen saiatzen gara, oro har, ezinezkoa

dela ikusiz . Azkenik, -adibide baten bidez, egoera hau argi

tzen da .
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0 . NOTAZIOAK . OINARRIZKO KONTZEPTUAK ETA EMAITZAK .

0 .1 .-NOTAZIOAK .

(E,II •II) espazio bektorial normaduna izango da eta
E' beraren duala .

D>0 eta x6E direnean, x zentruko eta ~ erradioko
bola irekia, honela adieraziko dugu :

B e (x)=B_(x,e)=1y6E / ( lx-yIICCiC

ostera,esfera hauxe izango da :

Sr(x)=S(x,?)=~y¿E / lix-yil=f~ .

Bira TEE' eta uEE . T funtziortalaren u puntuaren
gaineko irudia, honela idatziko dugu : (T,u) .

UCE irekia denean eta pp-N, C p (U,R) U-tik R-rain o
ko Cp klaseko funtzioen bidez osoturiko espazioa izango da

OEC 1 (U,R) eta uEU badira, ~'(u) 0 funtzioaren u
puntuango diferentziala izango da .

KCE eta í¿0 direnean, NS(K) K multzoaren ~ erra-
dioko ingurunea izango da, hots,

N$(X)=~yEE / d(y,K)=IIY-kllcsj

- 2 -

d(y,K)=lly-KII,y puntutik K multzorainoko,distantzia izanik .
x=(x1, . . .,xn) ikurraren bidez, R N e.spazioko

Nedozein elementu adieraziko dugu . Bestalde,

	

,dNl N-
ko multiindizea izango da, beraren gradua idI = ot,+- -'+i
izango delarik .

n EJ1,2, . . . . NI bada, n-garren deribatu partzial
eragilea, ',,

	

ikurraren bidez adieraziko dugu . Modu berean,



d
aIENN denean, `~'

	

(o([ ordeneko ondoko eragile diferentziala
izango da,

	

19

nd,

	

,~o(N

	

(lt

i 1

	

(JXN~ ~ d . . . ~krjk .

Oro har, .SZGR N iréki bornatu erregular eta kone-
xua izango da, beraren muga, r ='SZ izango delarik .

fl ireki erregularra denean, r R N _ko barietate
erregularra izango da . n ikurraren bidez, r-ren kanpo-nor-
mal unitarioa adieraziko dugu, dG' r barietateango gainazal
-neurria izango delarik .

.3- n definituriko funtzio erregu lar baten deriba
tu normala, hots, fÁ fun tzioaren n bek tore normalaren direk-
zioango deribatu direkzi-onala, ld izango da . Honelatan ba,

,~ R
N

n-

	

(t t7(R

	

bsi ak ~

vp'=( _, - - ,2 c70 ) ~ fun tzioaren g r ad i e n te b e k t orea izanik
lax ti

eta n=(n1, . . .,n N ) .
0 e ta Y fun tzioak erregularrak' direnean, =7O 'f

beraien gradienteen arteko biderkadura eskalarra : izango da,
hau da,

eta IVOJ=

vrv~ =5- f$ .(p
i=1 (O xi ~X,

- 3 -

gradiente bektorearen modulua .

Ohizko notazioari jarraituz,laplacetar eragilea
ikurraren bidez adieraziko dugu .Honelatan, 'P erregularra

denean,

11,y 7- ~2
Y

_ ~2~ a- . +
(y

	 ~

0 .2 .-ZENBAIT ESPAZIO FUNTZIONAL .

flCRN irekia izanik, D( n ), fl -n definituriko COO



- 4

klaseko eta euskarri trinkodun fun tzioen multzoa izango da .
Bestalde, D'(SZ) banaketen espazioa izango da .

mi-N •d enean, Cm (SZ),11 -n definituriko Cm klaseko
funtzio errealen multzoa izango da .

Bestalde,

(0 .1)

	

Cm (SZ)=
~
uECm (SI) /

(0 .2)

ten dira :

DO~ u bornatua eta uniformeki ja-
rraia,Vjo(~,<m I .

Banach-en espazioa da,dagokion ondoko normaz,

11 u« Cm
(
~ ) Q i)Ál s

m

	

En
í~d u(x)

Biz ~E(0,1) . Defini dezagun ondoko espazioa :

(0 .3)

	

C(n )=1 -Cm (Sc) / ~ k>O :1D°(u(x)-Dck u(y)1 <k1x - y~ ,

ylyx,YESQ

C( lí ) ere Banach-en espazioa da hurrengo normaz hornitu
rik :

(0 .4)

	

11 Li- 11C m,a~

	

= II u flC,n(S1)+ su~

	

sd~	 ~du(x)--t~u(y)ŕ
0 ; Id~<M m En

	

Ix-y ~
Honetaz gain,

(0 .5)

	

CB( Si ) =~utC.i (S2) / Dd`u bornatua,V1d ¡,c j

espazioa ere Banach-ena da ondoko normarekin :

{ILLII Cj (~ = max

	

sup

Bestalde,ondoko partekotasunak jarraitasunez ema-

C m,x (SM.)CC m ( .n)CC m (f) ; C B, ( SI)CC I (f)

Kontutan izan beharko dugu baita ere, S1 bornatua

denean ond •oko injekzioak egiazkoak eta jarraiak direla :



CB(S2)CLPLn), YJEN, YpE[1,+ao] .

Ostera,o •r o har, alderantzizkoak ez dira ematen .

0 .3 .-SOBOLEV-EN ESPAZIOAK .

0 .3 .1 Definizioa .

Bira p c[1 ,-~ccJ eta mEN .

W m ' P (fl) Sobolev-en espazioa honela definitzen da :

(0 .6)

	

Wm ' p ( .i)=~uED'(S2) :Dd uEL p ( SZ),vidl1,<m1 .

Berari dagokion norma hauxe da :

r

	

~~P
(0 .7)

	

II ull Wm,?> =UL,ll m ~_ o 1\cmll~~uIIL~~~ oG̀ ~<m f~Dal

	

i< p <GU

eta

(0 .8)

	

II
L'L

~~ m,+"'

	

max

	

II~l úli
«~

	

oM CI',I < m

1,<p<+o0 deneko kasuan, hurrengo norma, aurrean defi

nitutakoarekin baliokidea da :

(0 .9)

	

II kk IIw ?CJ2~

	

oc <m 11
~~u 1

1
LP(S) .

Erraz froga daiteke (W m ' P (SZ) , 11 • 1I
m,p

) Banach-en

espazioa dela .
m=0 deneko kasuan, W 0 ' p ( f)=L p ( fl),

11 • I I
Li(SZ)

-

denean, Hó(Sl) .

- 5 -

eta II •1 1 0 ' p =

p=2 deneko kasuan, Wm ' 2 (n ) Hilbert-en espazioa da .
Kasu honetan,,Sobolev-en espazioa honela adieraziko dugu :

W m ' 2 (SI)=Hm (n ) .
Argi dago,ezen D(SZ)-ko elementu guztiak,W m ' p (fl)-

koak direla ,VmeN,pe[1,+po] .D( .11 )-ren Wm ' p (S) espazioko

topologiarekiko itxidura Wm' P (SZ) izango da .Bereziki, p=2



Bestalde , 1,< p C+oo

	

deneko kasuan , d' (3T) Wm' p
(n )

espazioan dentsoa -lela froga daiteke .

Honetaz gain, argi dago,ezen Vuc(L2(fl))N, H 1 (n)

-ko edozein elementutarako, g u- E L 2 (Si) baita, Vi E ~1 , . . . . N~ .
k~

Beraz, ucH 1 (S ) bada, b-eraren gradientearen norma ondokoa

izango da,

17 tkl
S3_

	

' 1 .,n Dk¡

Hurrengo desberdintza betetzen dela bistakoa da :

11 v u II ((n»N

	

.< (1 t .11 N'(s»

0 .3 .2 Sobolev-en injekzioak .

Biz SICR N ireki bornatu erregularra . Hurrengo in-

jekzioak, jarraiak izateaz gain trinkoak dira .Berauek, Sobo

lev-en injekzioetaz ezagutzen dira :

(0 .10)

	

mp<N bada,

W j+m,p (SZ.) r---+ Wj,q(n), 1 .,<q<Np/N-mp .

(0 .11)

	

mp=N bada,

Wj+m,p( .n)
c
--- W j ' q (SI), 1,<q<+co .

(0 .12)

	

mp)N bada :

W j+m ' p ( S1) `

	

. CB(si) .

(0 .13)

	

mp>N>,(m-1)p denean,

WJ+m'p( «f'L ) Q--- CJ0<-<m-(N/p) .

Honetaz gain, mp<N deneko kasuan, Wj+m,p(Sl)_tik

wJ ,q (n)-rainoko injekzioa jarraia da, q=Np/(N-mp) izanik .

- 6 -



0 .3 .3 Aztarren-teorema .

Sobolev-en espazioen definizioa orokorragoa egin

daiteke, W m ' P (f) eta LP(n) espazioen arteko zenbait espa

zio definituz .
Bira se(0, 1) eta p a[1 , +fA] . Ws' p ( SI) Sobolev-en

espazioa honela definitzen da :

(0 .14)

	

WS ' p ( SZ)=CuEL p ( SZ.) / u(X)-a(y) (

	

I P(fx.1Z) .
1 x-yl Stiwp ~(x)y)E-

dagokion norma ondokoa izango delarik :

(0 .15)

	

11ulJ sl? =f1 u+11~( ., .)1)L?(n C n )

Honetaz gain, s€R, s>1 bada ; s=m+Y, mEN eta

T .(0, 1) izanik,

(0 .16)

	

WS ' p(S2)=~u6Wm' (SL) / B~uF-W I ' p Si) ' V =m ± .

Modu honetan, S R+ eta p6[1,+op] edozeintzutara-

ko, W S, ( .11),Sobolev-en espazioa definituta dugu .

Lehen aipatu dugun moduan, fl ireki erregularra

denean,r , beraren muga, barietate erregularra da, da"

gainazal-neurria definituta izango dugularik . Hortaz,

barietateango karta lokalak erabiliz, W 5 ' p (" r) espazioak

defini daitezke P bornatua denean, bereziki, n bornatua

deneko kasuan .
Lan honetan zehar beharrezkoa izango dugun azta-

rren-teoriako emaitza, ondokoa da .

0 .17 .Proposizioa Ifl. ireki bornatu erregularra bada, exis-

- 7 -

titzen da,

Y0 : H 1 (SI) ) H1 (r )

aztarren eragile lineal jarra¡ suprajektiboa .



-8-

uEC 1 ( J'I ) deneko kasuan, Y0 (u)=u (

	

da, hau da,
u funtzioaren r mugarako murrizpena .

10 (u)GH % ( P) elementuari, uF-H 1 (fl) elementuaren
aztarrena deitzen zaio .

Bestalde, 1,,:H 4 ( r) ---~o H 1 (l) eragile lineal
jarrai bat defini daiteke, zeinetarako : ~(0 ol (v)=v,VvCH 4 ( r) .

Honetaz gain, H y ( r )-tik L 2 ( P )-rainoko injekzioa
jarraia izateaz gain trinkoa da eta H 4 (r ) dentsoa da L 2 (r)
espazioan .

Erraz froga daiteke bestalde, Y0 aplikazioaren
nukleoa H 1 ( .I) espazioa dela . Hau da, H 1 (Sé.)=Cu6H 1 (Q)/YOM

y0 eragileak betetzen dituen baldintzak kontutan
izanik, er .raz froga daiteke, ondoko aplikazioa norma dela
Hy2 (P )-n eta karta lokalen bidez definiturikoarekin balio-
kidea dela,

Bestalde, kontutan izan beharko da,ezen H yl ( P)
espazioaren duala H - y~ ( P ) dela .

0 .3 .4 Green-en Formulak .

Erabilera handikoak izango direnez gero, ondoko
Green-en bi formulak azalduko ditugu, nahiz eta berauen
frogapenik ez eman .

0 .18 .Proposizioa . Ondoko Green-en bi formulak betetzen di
ra :

(a) u,vcH 1 (f ) badira, orduan :

(0 .19)

	

J

	

- v c,x _ -

	

L (Jy ctx + v u- nk d ~, 9
2

	

in

	

fr
n ., n kanpo-normalaren i-garren koordenatua izanik .

(b) Bira ueH 2 (P) eta vEH 1 (11), orduan



(0 .20)

	

- ( © av c~ x =
J
v1kvV&x -( luvd.G

Kontutan izan behar da, ezen (0 .19) formulako

1r uvn i dG mugako integralak zentzua izan dezan, v Ir eta

u,,, aztarrenak L 2 (r )-koak izan behar dutela, beraz, u eta

v funtzioek H 1 (f) espaziokoak izan behar dute .Modu berean,

(0 .20) formulako `l uvdT mugako integralak zentzua izan

dezan, q (k deribatu normalak H Z (r)-koa izan beharko du,

hau da,

	

"á! H (fl)-koa Vie C1 . . . . N~ edo baliokidea dena,

uEH 2 ( .Q) .

0 .21 .Oharra . Atal honetako erreferentzia zabalagoak ízateko,

ikus ( 1) eta ( 5) .

0 .4 .-LANEAN ZEHAR ERABILITAKO LABURPENAK .
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emaitzak .



EREMUA .

Bira (E,J'-!; ) Banach-en espazioa, UcE irekia

eta f€C 1 (u,R) .
E espazioko eta E' beraren dualeko normak ez

ditugu bereiztuko . Biak 11 .11 ikurrarekin adieraziko ditu
gug

1 .1 .Definizioa . vtE bektorea f funtziorako eta ueU puntu
ango pseudogradiente (p .g .) bektorea dela esango dugu,

ondoko baldintzak betetzen direnean :

(1 .2)

	

11v!!,<211f' (u) !1

(1 .3)

	

<f' (u),`vi :'1f' (u) 4~ 2

Oro har, p .g . bektorea ez da bakarra izango .
ueU puntuango eta f funtziorako p .g . bektoreen konbina-
zio lineal konbexuak, u puntuango eta f funtziorako p .g .
bektoreak dira .

1 .4 .Definizioa . Biz E=tu6U :f'(u) 94- 0 } . E-tik E-rainoko v(')
funtzioa, f funtziorako eta E gaineko p .g . béktoreen ere-
mua dela esango dugu, baldin v(-) lokalki lipschitzearra

bada eta v(x) f funtziorako eta x puntuango p .g . bektorea
dx¿ E .

1 .5 .Lema . Biz f€C 1 (E,R) . Existitzen da v( •) , f funtziora

ko eta E gaineko p .g . bektoreen eremua .
f funtzioa bikoitia deneko kasuan, v(') funtzi

oa bakoitia aukera daiteke .

1 .PUNTU KRITIKOEI BURUZKO EMAITZAK .

Sarreran aipatu dugun moduan, kapitulu honetan
agertzen diren emaitzak P .H .Rabinowitz-en (14) argitara-
penetik ateratakoak dira .

1 .1 .-PSEUDOGRADIENTE BEKTOREA . PSEUDOGRADIENTE BEKTOREEN



Frogapena .

Biz uaE . Biz, halaber, w€E zeinetarako !!wl!=1
eta <f' (u),W»>2/3!!f' (u) HH diren .

Kontsidera dezagun ondoko z bektorea :

(1 .6)

	

z=3/2!!f' (u) I!w

Hurrengo (1 .7) eta (1 .8) adierazpenak bete-
tzen direnez gero, z u puntuango eta f funtziorako p .g .
bektorea da :

(1 .7)

	

!!

	

'!=3/2!!f' (u)!!<2!!f' (u) !!

(1 .8)

	

f'(u),z =3/21!f'(u)!I<f'(u),w» Hf'(u)!H 2

f'(°) funtzio diferentziala j arraia da, beraz,
(1 .7) eta (1 .8) desberdintza hauek hertsiak direnez gero,
bektorea u puntuaren N u ingurun-e baten edozein puntutan

go p .g . bektorea izango da .
{Nu}ucE inguruneen familia, E-ren estalkia da,

beraz, existituko da ~N
,

	

birfinketa lokalki finitu
l u i i6Ibat .

Biz ieI . Kontsidera dezagun p i (x), x puntutik
N u ingurunearen osagarrirainoko dístantzía neurtzen du-.
en 1aplikazioa, hots,

p i (x)--!Ix-Nú !!
1

p .( •) funtzioa lipschitzearra da eta N

	

mul-
1.

	

u .
tzoáren osagarrian zero balioa hartzen du .

	

1
Kontsidera ditzagun ondoko funtzioak :

n (x)--

	

p~ (x)

	

. .dis1

jel

{N j i

	

estalkia lokalki finitua denez gero,
x~E edozeinetárlO, JEp .(x) batura finitua da . Beraz,

.E,1 J
)3J ( ) funtzioa ondo definituta dago .

Azkenik, biz hurrengo funtzioa :

V(x)=57Z
1
.~ (x)

4eI

	

1

z 1 bektorea, u=u 1 bektoréari (1 .6) adierazpenean dagokio
na izanik .

v( •) funtzioa lokalki lipschitzearra da eta xEE



edozein puntutarako, v(x) x puntuango eta f funtziorako
p .g . bektorea da, beraz, v( .) f funtziorako eta E gaine
ko p .g . bektoreen eremua da .

f funtzioa bikoitia deneko kasuan, f'(-) bera
ren funtzio diferentziala bakoitia izango da, hortaz,

v(x) = %(v(x)-v(-x)), yxEÉ

funtzioa p .g . bektoreen eremua izango da, eta honetaz
gain, bakoitia .

1 .2 .-DEFORMAZIO-TEOREMA .
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1 .9 .Definizioa . Biz f6C 1 (E,R) . ueE puntua f funtzioaren
puntu kritikoa da, baldin f'(u)=0 bada .

Bestalde,c6R f funtzioaren balio kritikoa dela
esango dugu, baldin f -1 (c) multzoak puntu k •r itikoren bat
barnetzen badu ..

Biz bc.R . Kontsidera ditzagun ondoko multzoak :

A b =~x€E / f(x),<b
)

.

K b =~xcE / f(x)=b eta f'(x)=0J .

Argi dago, K b multzoa b balioari dagozkion pun
tu kritikoena dela, beraz, b balio kritikoa ez denean,
K b=o .

1 .10 .Definizioa - f funtzioak Palais-Smale-ren (P .S .) bal
dintza betetzen duela esango dugu, baldin, jf(u n )I bor-
natua eta (f'(u ))-o 0 baldintzak betetzen dituen E-ren .n
edozein (u n ) segidak,'azpisegida konbergente bat badu .

Baldintza hau, V >O, f),a>O (h .h . fc-d<O) esku
aldean betetzen denean, f funtzioak (P .S .) + (h .h . (P .S .) )
baldintza betetzen duela esango dugu .

1 .11 . Teorema .(Deformazio- Teorema)
Biz feC 1 (E,R) (P .S .) baldintza betetzen duen

funtzio bat . Biz caR . NcE K c multzoaren ingurunea bada,
existitzen dira q(t,x)=flt (x) eC( [0,1]xE, E)
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eta EyE ~> O konstanteak zeintzutarako :
1 , t C)o,)cx ) `dxEE .

2 . ~ { Cx)_x, Vx6 F i c+t1 } C VtECo,i7 .

3 . V+E[o,i3 1 q ,( .) funtzioa E-tik E-rainoko homeomor

fismoa da .
4 . F( ~~~x) ) : Pu<) , Vt E Co, i 1, V xE E .

5 . rl j (Ac+E-N) c Ac¿ .

5 . k c = 0 bada ~ ~ j (Ac+E) C- Ac-¿ -

7 .f bikoitia denean, q .) bakoitia da .

Frogapena .
Ko/ 0 deneko kasuan frogatuko dugu,Kc= 0 dene

koa errazagoa da .
f funtzioak (P .S .) baldintza betetzen duenez

gero,K c multzoko edozein segidak azpisegida konbergente
bat izango du,beraz,K c trinkoa da .Honelatan ba,

3S>o/ MS = N '~ (kc) c N .

Beraz,teoremaren 5 . ondorioa'frogatu beharre-
an,ondokoa frogatuko dugu :

(1 .12)

	

t~~(Ac+E - MS cA c-E .

Bestalde,badaude b,!>0 kons~tanteak zeintzU-
tarako :

(1 .13)

	

It FCy)It~b~ VxEAc+~, - Ac

Honela izango ez balitz,(F_ n ),(b n )CR eta (x n )
segida batzu existituko lirateke,zeintzutarako :

lim En = (.Cm 6n =o ) 11P~x„)11 < 6„ 1 Vos M .n o+.o

	

na +do

xn eA c+ 6n --A c- en - MT/8 ,Vn6N-

Honelatan ba,(P .S .) baldintza betetzen denez
gero,(x n )-k azpisegida konbergente bat izango zuen,bera-
ren xGE limiteak ondokoak beteko zituelarik :

x*MC18 ) F(x)_ c,, PCk)=0 c~ x4 M .~8

	

xek

,hortaz,kontraesan bat izango genuen,KKC M ;~/ baita .
8



Bereziki, . konstanteak ondokoa betetzen due-

la suposa daiteke :

2
p ;~ < min ~ 8 ,z ,8

Biz WO,Ē,).Bira :

A=1XEE/

	

c+~ V FCx) ,< r-i

eta

B=1xEE/c-~SPo <C+€

Argi dago,Af1B =?( dela .

Biz hurrengo funtzioa :

90()= I1 x- All .[ tl x-A 114 It x-71113 -1

g( .) funtzioa lokalki lipschitzearra da,

O,Cq,<1 eta A-n g=0 da,B-n g=1 delarik .

Modu berean,g funtzio lokalki lipschitzear

bat defini daiteke,0 ,<g; i My/B- n =0 eta [E-M,(4 rL

izanik .

Kontsidera dezagun bestalde ) R + multzoan defi-

rituriko ondoko funtzio e .rreala :

1

	

0<s i .
h(s)=

l
s-1

~ j <S <+aD

h( •) funtzioa lokalki lipschitzearra da .

Honetaz gain,1 .5 .'lemari esker,existitzen da v( •)

ŕuntziorako p .g . bektoreen eremua(bakoitia,f bikoitia

denean) .
Biz azkenik :

V(x) _ - ~ (k)9(x)k (IIv(x)11) v(x) , ~xEE .

V( , ) lokalki lipschitzearra da eta OS(1Vlx)II~<i dkEE .
Kontsidera dezagun hurrengo ekuazio diferen-

tziala :

(1 .15)
j 9 = v( 11

1
q(0,x) - X .

xEE edozeinetarako,(1 .15)'ekuazioak ebazpen
maximal bakarra izango du,berau,(-OO,+Ca) tartean defini-

tuta egongo delarik,V( •) funtzioa bornatua baita .

- 1 5 -
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Be raz, t~(t~x)_~t(x) fun tzio jarraialo,¡]KE-tik

E-rainoko funtziotzat jo daiteke,hots,

q t (x) _ ~ tt,Y) E C( D l IlvE l E) .

Ikus dezagun q(-, •) funtzioak 1 .etik 7 .erai-

noko ondorioak betetzen dituela .
Hasierako baldintzak kontutan izanik,l . ondo-

rioa bistakoa da .
A multzoan g=O da ;beraz,V=O izango da,honen

ondorioz 2 . lortzen delarik .
(1 .15) ekuazioa autonomoa denez gero,

`~! l

	

(x)I
= { ' +tZ (x) 1 { t I t 2 Elz, V xeE .

Beraz,

	

~x ~

	

(x)=K b'xEE V+ o9j

	

eta r~,( )

	

E-tik E-rainoko hoq,(
da,Vt€ [0,1]

ff bikoitia denean,V bakoitia denez gero,r ( •)

ere bakoitia izango da,beraz,7 . beteko da .

Bestalde,

f (~~~x)1= - 9~`~t(X~) 9(n} ~x)) .h (u v(q~cx))n) (Fm (v)),

	~ - 5[n}~)) g(~k~X~) k( ~~ J(~}~X))i~) II F~cn~~X))g2 ; o

v(-) p .g . bektoreen eremua dela kontutan izanik .

Azkenik,(1 .12) betetzen dela frogatzea gera-

tzen zaigu .

Biz,xEAC}F -MS .xEA C._F bada,l . ondorioari ezker,

hauxe dugu :

f(r[1(x))~cf(x)cc-~

beraz, ~l
(x ) EAo - e.

KOntsidera dezagun bada, xEY=A c+E -A c _ t -my

eta froga dezagun,r11(x) Ao -, multzoko elementua dela .

Ac_ z -n g=0.denez gero,V=O izango da .Hortaz,

r~( •, x) orbita ezin izango da Ac-¿ multzoan sartu .Honela-

tan ba,

o ~ F(~ o ~X)) - F(n. k cx)) < ~

	

, Vi € [0111 .

hau da,dklt)= F(~~~u)~ bada,

(1 .17)

	

O«x~o)-~(k(, -~ )<2E) V}€[o,9j .
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Biz Z=A c 4, -A c- . -MM

tE[0,1] nahiko txikia denean,q,(x)EZ,Vs6[0,t].

Beraz,q,(x)EE eta g(Qs(x))=g`(rls(x))=1,ds&[O,t] .

(1 .16) adierazpena eta ~t, LA-) -4kl0)= IJád R( sv))ds
dela kontu :an izanik,ondokoa izango dugu :

t
2Ē>,dx ( o)-~),W =- fo~{ F(1 5 (x ) ds

=
of
h (lv(s~x))

10 < ŕ ( q S(x)), /(q s (x))> ds

t

?, l o ~(JIv(gs(x ) )
IJ
) IiF ' ( q 5(x))liZ ds

	

((1 .3) erabiliz)

>, b )t h Iv(rt x)} II F'( (x))II ds
0

((1 .13)

>, 2
JU

ŕt .C,l v (r15(x))I~~ II v (~S 1x) ~~ I ds

	

((1 .2) 11

2
~I

I h (I~~(~slx))I ) v(gs(X)) dsl l = 2 11 J
0
V(g s (x))ds

o

2

	

á gS ( x) CLsil = 2 1Irj{l>,)-r(a(x)I~ = 2 ~~~~tX)-xI~

beraz,

	

Il ~~~X) -x ¡~

	

E S/ .
6

	

2

Honelatan ba,ft(-,x) orbita ezin da M4, inguru-
2

nean sartu .Honexegatik,r~s (x) puntu bat Z-tik kanpo gera

dadin A,-,_ multzoan sartu beharko da eta s4[0,1] batetara

ko g S (x).A c_ E badugu,fl 1(x)EA,-,, ere izango dugu 4 . ondori

oari eQker .Hortaz,teorema hau burutzeko,nahikoa izango du

gu ondokoa frogatzea :

JsE[o I ilA Sox)~Z
.

Suposa dezagun,Vte[0, 1] , f 4 (x )EZ dugula . Dakigu

nez,

(1 .19)

	

~-
dxt~~ <-k(11U(gt (,<)I1)IIF('4( ))~12,V~C-Co , ,l,

~~V(gklk)) ii,<~

	

denean,h( 1 ) v( q l (x) )j1)=1 da,beraz,



(1 .20)

hortaz,

(1 .21 )

	

<- ~~ P,(q}(x))II

	

<

	

i 11 V(ilé "̀ x))II
<-

i

lI ~(~ i(K) II

	

-14

(1 .22)

rik,

1 .24 .Oharrak .

dE

I~V(~~~,x)~`~ ;1

	

denean,h(~Iv(r~k(x))I ) =l~u da,

Honelatan ba,

dl

	

(4b-11 - min (4b-1 1/ ) l V

	

(0,g) -,e C-
)

Azken adierazpen hau (0,1) tartean integratu-

(1 .23)

	

min(62,%G ) d x (o)-dk(1) <2E .

beraz, min(b 2 ,1/4)<2É,(1 .14) hautapenaren kontra doalarik .1

(i) c'>0(h .h .c(0) deneko kasuan,teorema hau
frogatzeko,nahikoa izango litzateke f funtzioak (P .S .) +

(h .h .(P .S .) ) baldintza betetzea .

(ii) Biz A b = ~KEE~F~x)~~b~ ~dbEjR .
Aurreko deformazio-teoremaren frogapenean V

funtzioaren ordez -V hartu izan bagenu,ondoko emaitza lor

tu genukeen :

3k({,x)EC( [o,1 -JkE, e)

	

et'a E. ; :O ,zeintzu

tarako,1 . .11 teorema'ko 1 .,2 .,3 . eta 7 . ondorioak betetzen

diren eta hauetaz gain ondokoak ere :

4 : f(1 ~. (x))),f(x),Vte [ 0,1 ] ,VxeE .

5 : g1 (Ac_ c -N)cAC4 k_
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6 : Ko= O denean , g1(A C~ _ L )CAC. .

1 .3 .-PUNTU KRITIKOEI BURUZKO EMAITZAK .

1 .25 .Teorema .Biz h€C1(E,R) .Suposa dezagun h funtzioak ondo

ko baldintzak betetzen dituela :

(h 1 ) h(OY=O eta 3?,d>,0 / h>O BP-ll0~ mu1tzoan
eta h>~d Sr-n .

(h 2 ) 3 eEE-~01 / h(e)=O .

(h 3 ) (P .S .) + baldintza .

Bira r=~leC ( co , 1l, t) /C(o)=0 & 9(i)=ei

	

funtzio-

en multzoa eta b= inf max h(u)
56P u-E9Cói]

Hau horrela izanik,b zenbaki erreala h fun-

tzioaren balio kritikoa da eta berari dagozkion puntu kri

tikoak ez-nuluak dira .

Frogapena .

e
h(e)=O da,beraz,h(x)>O,dxe[B ? -~O }] deriez gero,

E BP , hau da, j/el l > f .
'Hortaz,g(O)=O eta g(1)=e direnez gero,Vgeh,

Biz u g Eg[0,llf)Sf,P-ko edozein g-tarako .

(h 1 ) baldintza dela eta,h(u g )>,o(,Vger .Hortaz,

max

	

6= ¡in F- «

	

h() ; ) 0 .
kkt5(o,J]

	

9€P uECla,11
Beraz,b ez-nulua denez gero,balio kritikoa .i-

zango balitz,berari dagozkion puntu kritikoak ez-nuluak
izango lirateke .

Suposa dezagun b zenbakia balio kritik'oa ez
dela .h funtzioari 1 .11 teorema aplikatuz eta beraren 6 .



ondorioa erabiliz,ondokoa dugu :

- 2 0 -

3q, c C (E , E) /q4 (A b+ ) c- A 6-F-

Kontutan izan behar dugu,bestalde,E_ eta E
zenbaki positiboak,b baino txikiagoak aukera daitezkeela .

b= inf max h(u) denez gero,3gGr/ max h(u)z'
gGr uk 9Co,i]

	

aESco,il

b+a .Honetaz gain,1 .1 teoremako 2 . ondorioari esker,rl 3 (0)=0

eta q i (e)=e direla dugu .
Honelatan ba,

1~1 (g(0) )_ 11(0) =0 .

11(g(1))=j4(e)=e .

8eraz f=rl,og funtzioa r multzokoa da eta
halabeharrez

b ~< max

	

h(u)h
uEFCorij

Ostera, q,o g [0 , 11 =f [0, 1] C gi (A6, 6_ )r-A6_6. dugunez
gero,

b- E', max

	

h(u)
(& Coil]

kontraesan batetara heltzen garelar ik

Puntu kritikoei buruzko emaitza hau "Mendile-

poaren teorema" edo "Zeladura-puntuaren teorema" izenen
bidez ezagutzen da .



2 .KAPITULUA .

LAPLACETARRAREN FUNTZIO
ETA BALIO PROPIO LINEALAK .

2 .1 . .Definizio eta emaitza orokorrak .
2 .2 Mugako baldintza zeiharra deneko

laplacetarraren funtzio eta balio

propio linealak .

2 .2 .1 Problemaren planteamendua .
Formulazio bariazionala .

2 .2 .2 Aztarren-teorema .
2 .2 .3 Formulazio sendoa .

2 .2 .4 ~k 1 lehen autobalioaren karak
terizazioa .

2 .3 Mugako baldintza Neumann-ena dene--
ko laplacétarraren funtzio eta ba-

lio propio linealak .

2 .4 Osagarriak .



- 2 2 -

2 .LAPLACETARRAREN FUNTZIO ETA BALIO PROPIO LINEALAK .

2 .1 .- DEFINIZIO ETA EMAITZA OROKORRAK .

Atal honetan,teoria espektral orokorrari buruz

ko emaitzak emango ditugu .Frogapenak ez ditugu egingo .Be

rauek aurkitzeko ikus (15) .

Kontsidera ditzagun :

(i) V eta H ondoko baldintzak betetzen dituz-

ten R-gaineko Hilbert-en espazioak :

(2 .1) VcH,injekzioa jarraia da .

(2 .2) V dentsoa da H espazioan .

( •, •) H espazioko biderkadura eskalarra izango

da eta 1-1 berari dagokion norma .Bestalde,f i -11 V espazio-

ko norma izango da .
(2 .1) adierazpenaren ondorio bezala,ondokoa du

g u :
(2 .3)

	

~c>o/¡v1,<ctiv1I,VvEV .
V espaz oa,.n def inituriko forma bi-

lineal j arraia .

Aztertuko - dugun problema espektral orokorra

hauxe izango da :
"\<=R balioak aurkitzea zeintzutarako ondoko

(2 .4) baldintza betetzen doten up V-C0} elementuak existi

tzen diren :
(2 .4)

	

a(u,v)=%(u,v),VvQV ."

2 .5 .Definizioa .\eR eta uEV-C0l aurreko problemaren ebaz-

penak direnean,A balio propioa edo autobalio a dela esango

dugu eta u elementua, X balio propioari dagokion elementu

propioa edo autoelementua .

2 .6 .Definizioa .a( -, •) forma bilineala V-eliptikoa edo ko



ertziboa da,baldin ondoko baldintza betetzen bada :

(2 .7)

	

3d>0/ a(u,u)>,dllull 2 ,Vu=V .

2 .8 .Teorema .Suposa dezagun V-tik H-rainoko injekzioa ja-

rraia dela eta a( ., .) forma bilineal simetriko jarraia
V-eliptikoa dela .

Hauek honela izanik,V espazioaren dimentsioa
infinitua bada,(2 .4) problema espektralaren balio pro-

pioak positiboak izango dira eta +do-ratz jotzen duen (\r )
segida gorakor bat osotuko dute,

Bestalde,existituko da H espazioaren oinarri

ortonormala osotzen duten bektore propioen segida bat

(wn ) .Beraz,
a(u,w n ) =\(u,w n ),4uGV,VnrN .

Honetaz gain,(X(2 w n ) segidak V espazioaren eta

a(-,-) biderkadura eskalarrarekiko oinarri ortonormala

osotuko du .

2 .9 . Oharra .Autobalio hauei buruzko estimazioak aurkitzeko,

ikus ( 6) .Teoria espektral orokorrari buruzko emaitzak,
( 7) liburuan aurki daitezke baita - ere .

2 .8 .teoremaren ondorio bezala,\ 1 lehen autoba-

liorako ondoko karakterizazioa lortzen da :

(2 .10)

	

~ 1 = min a(v,v)/Iv' 2
V£V-yo~

2 .11 .Adibidea .Biz ncR n ,n>,2,irek.i bornatu erregularra .Kon

tsidera dezagun ondoko problema :

(2 .12)

	

-Au=Xu,SZ-n .
a

(2 .13)

	

u=0,-U2 -n .

0 (>.1 sñ2,<

- 2 3 -
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Problema honen formulazio bariazionala eta erre
gulartasunari buruzko emaitzak erabiliz,2 .8 .teoremari es-

ker,ondokoa froga daiteke :
"Existitzen da (\n ) autobalio positiboen segida

gorakor bat,eta L 2 (S2) espazioko oinarri ortonormala oso-

tzen duen (u n )cC 2 (S2) autobalioen segida .\ 1 lehen autoba-
liorako ondoko karakterizazioa*izango dugu :

~ 1 =	 Jsz	IQul 2dx(2 .14)

	

min
uENoM j

	

Jx

Bestalde, >,1 -i dagozkion autofuntzíoek zeinu ba
karra dute . .-n ."

2 .15 .Oharra .Suposa dezagun a(-,-) forma bilineal simetri
ko jarraia V-eliptikoa ez dela,baina ondoko baldintza be
tetzen duela :

(2 .16)a

	

3X,000/ a(u,u)+%(u,u)>,ot.juf 2 ,VuEV .
Kontsidera dezagun,á(u,v)=a(u,v)+ ñ(u,v),Vu,v€V

forma bilineal simetriko V-eliptikoa .
Honelatan ba,2 .8 .teoremako baldintzak ematen

badira,existituko da (\n ) autobalio positiboen segida go
rakor bat,eta (w n ) H espazioko oinarri ortonormala oso-

tzen duen autobektoreen segida .Hots,

a(w n ,v)=%kn (w n ,v),VvEV,dnEN

a(w , v )= ( ~, n -)•) (w n., v) ,dvEV,i/nEN .
Biz ~ n= -~.,dnEN . (~ n ) +óJ-rantz jotzen duen

a( .,-) formarekiko autobalioen segida gorakorra izango
da,eta (w n ) H espazioko oinarri ortonormala osotzen duen

autoelementuen segida .
Honetaz gain, a(u,u)>,O,VuQV denean,)\n autoba-

lioak ez-negatiboak izango dira .
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2 .- . -MUGAKO BALDINTZA ZEIHARRA DENEKO LAPLACETARRAREN

FUNTZIO ETA BALIO PROPIO LINEALAK .

2 .2 .1 Problemaren planteamendua .Formulazio bariazionala .

Biz11cR N ,N32,ireki bornatu erregularra, P =%n
delarik .Biz ¿>O .

Kontsidera dezagun ondoko problema :

"\£R balioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko

bi berdintzak betetzen dituen u funtzio ez-nulua existi-

tzen den :

(2 .17)

	

-Au=\u,f -n .

(2 .18)

	

L+Fu=O,r-n ."
, rt

Ikus dezagun lehenik,prob,lema honen formulazio

bariazionala :
Bira (2 .17) eta (2 .18) berdintzak betetzen di-

tuzten ~ER eta uGH 2 (r2) .vE Hbada,Green-en formula a-

plikatuz,

-
J

h LVdx :1VUVVd.x -r

	

a-=
J
Duvvd.x+F- vd.~-

-~

	

1rz

	

,r

	

z

	

r

(2 .18) mugako baldintza kontutan badugu .Bestalde,

-1 L
(A- v cL ), = tu-v ctx

Honelatan ba,formulazio bariazionala hauxe izango da :

" ~ .R balioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko
1

(2 .19) berdintza betetzen duen ueH (.Q) existitzen den :

9

	

~~
(2 .19)

	

1vu Vvd.x +E
1
u •v ~a-= \

(
1 uvcLX, dvtN (12)

n

	

r

	

u
2 .20 .Propos-izioa .(2 .119) problemaren autobalioak positibo

ak dira eta +00 -rantz jotzen duen segida gorakor bat oso

tzen dute,



Frogapena .
O .kapituluko Sobolev-en injekzioei esker daki-

gunez,H 1 (S2)-tik L 2 ( .íá.)-rainoko injekzioa trinkoa da .

Kontsidera dezagun ondoko forma bilineal sime-

trikoa :
a( u, v )= ~V7vdx +a fil v-vdr , Vu ( vek'CSZ) -

a( •, •) ez da H 1 (SZ)-eliptikoa,baina \>0 bada,

a(u,v) = a(w,v) +\ j uvdx, Vu~vc-N'CD-) .

forma bilineal simetrikoa koertziboa da,hortaz,2 .15 oha-

rreko baldintzetan gaude .

Honelatan ba,existitzen da (~n)nEN +co -rantz
jotzen duen (2 .19)'problemaren autobalioen segida .Hone-

taz gain,a( ., •) forma bilineala positiboa da,beraz,\ n >O,

VnE N .
Dakigunez . ,dn6N,3u nEH 1 (Sl)-C0~ zeinetarako :

berezik.i,

o< 'x,<\Z< . - -An,,< . . .

Honetaz gain, badago (u n )cH 1 (S2) L 2 (S2) espaz ioko

oinarri ortonormala osotzen duen autofuntzioen segida bat .

`7uOVV dx + E
Ssz.

	

r
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v (k,J,--- ~. n 1 U o v d.x Y v E N C 2)
n

jInJ 2d+ef\nJUct,ux

	

ú'

	

x

u n qÉ O denez gero, Uf #4

	

eta

(2 .21)

	

iWun I `d.x + t J t~i d~J..2	('	 5 pn

	

(L dx
JSZ .

zeren eta, \ n =O izango balitz, llVu,j'CLx =0 izango l itza-
.SZ

teke,hortaz,un-ktea .Bestalde, .
J
upU=O,beraz,¥ (u n )=0,



honelatan ba, u n =0 .

Honetaz gain, 2 .8 .Teoremaren ondorio modura, (u n )
CH l ( SI) autofuntzioz osoturiko L 2 (fl) espazioko oinarri or-
tonormala existitzen dela badakigu .

Kontsidera dezagun problema espektral honi dagoki-
on ondoko "Rayleigh-en zatidura",

a(v,v)_ fS,Iv w``lJ` +t )f ¿ 	1R(v)

	

¡vi 2

	

( u2~X

	

VvCH

Honen arauera, (2 .21) adierazpena honela idatz
daiteke,

R(u n )=) .n , V n€N
bereziki,

esker,

zioa dugu :

- 2 7 -

R( u 1 )=\ 1 .

Biz v6H 1 (,l)-10} .Aurreko teoreman lorturikoari

CO

3 (cl n ) CR / v=Z d un=1 n n
ondokoak izango ditugularik,

OD '

Iv12= J v 2 dx=Zdñ
64

eta

(u n , v)°1 u n vdx=dn .
s2

Honelatan ba,

R(v)= a(v v̂) _,a(Ednun,v)

	

Zdna(un,v)
Ivlz

	

~dn`

	

1`d ri

	 (u n, v)
~dnz

Hortaz, al lehen autobaliorako ondoko karakteriza

X =min
1 ~kE 1+ +ca)

	

~~u2 d x.4o

Kapitulu honetako 2 .2 .4 atale.an, %~ 1 lehen autobalio
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aren problema,beste ikuspegi batetatik aztertuko dugu . Ka-

rakterizazio berbera lortuko dugu, dena den, han egingo di

ren arrazonamenduak, aurrekoekin zeharo desberdinak izango

di ra .

Kontsidera dezagun \n autobalio bat eta u nCH 1 (11)
u n 71- 0,berari dagokion autofuntzioa .Honako hau betetzen dute,

f

	

x +F

	

,, -v d.- = xn kn -v d.x, ' v e N (f)'f 1VUn .VvcL

Bereziki,'6D(f) bada,'e nulua izango da r gaine
an,hau da,

	

(p)=0,eta ondokoa beteko da :

D I`n

	

dx _ o f U-nY CU , N ~ e.-D (s2 }
n

	

Q

hau da,
(2 .22)

	

- áun =\nun,D'(f)-n (banaketen zentzuan) .

Honelatan ba,u nc H 1 (n) autofuntzioen laplaceta-
rra ere H 1 (S2)espazioko elementua da .

2 .2 .2 Aztarren-teorema .

Bestalde,ondoko Green-en formula betetzen da :

2 .23 .Proposizioa . (i) Biz S2.cRN ,N>,3,ireki bornatu erregul a

rra .Biz,halaber,p€[2N/N+2,+CO] .Kontsidera dezagun ondoko

funtzioen multzoa :
E= {u€H 1 (.2) / AuELP (.n)

Hauek honela izanik,existitzen da Ó1 E-tik
H - ~(r) - rainoko eragile lineal jarraia,zeinak ondokoa bete-
tzen duen,

W 1 - (u)= ~ u,VuECOO(S2) .

(2 .24)

	

f~u. .vax4
1sz
DU .vvcíx

n
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(ii)N=2 deneko kasuan,emaitza berbera lortzen

da V pe( 1 ,+01 .

Frogapena .

Biz 11,11 E = 11 U-I 1N'(n) +1I 'áuIILp(l) . Erraz froga daite-
keenez,lI . II E aplikazioa norma da E espazio bektorialean,eta
(E,II •1 1 E ) Banach-en espazioa da .

Halaber,karta lokalak erabiliz,D(r1)=CCO
(11)

(E,1¡-IIE ) espazioan dentsoa dela froga daiteke,hau da,

D(1) E =E .
Biz u r.CO° (S2) eta ikus dezagun au-k H - '((~) espa

'7n-
Y2zioko elementu bat definitzen duela,hau da, (r) espazioa-

ren dualeko .elementua dela .

lortzen da :

áu .Vd-1- _

	

á(Á-Wó-x4 VI -VWd.1C,VWEN 1 (SZ00(W)=V .)r lbn

	

in n

Bereziki_,w=1-Q(v) aukeratzen badugu,

i 1n
.v c1c =' Nu . ta(v)dx +( vu-7(I2 (v)) dxfn

Honelatan ba,

I jr ~n .vd.TI .~
I

	

Qnw)dxl+~~ Vtk-V(taw))dxI
r

		

I

~4 111
~'~~Lp((2)

() l (~)v IILp
A)

+IIO~I~L2(Q~~N II~(I~v~ ~ I~~Z
C~)~~

•

	

C A L-Z(v)IIu ;(a) +Il u.11N I(L) 1 1 \X/II Q)

zeren eta N eta p.enuntziatuaren baldintzetan badaude,

H 1 (fl)-tik L p' (fl)-rainoko in jekzioa jarraia da p', p-ren
konjokatua izanik .

Beraz,ondokoa frogatu dugu :

Biz vEH / (r) .Green-en formula aplikatuz ondokoa

i LILvaa- I ,( max (I,C) II6(v)IIN ,~~~IIuLII E .



baina O .kapituluan .ikusten genuen moduan,

beraz,

- 3 0 -

a c, / II in (v)II14
(D-)

< C1 IIvl1 u~(r)

	

dveu (P)

1

	

'OSr
nvdo`,v

	

max (j, (-- )cs •IIVII H~~(r)

Honelatan ba,Vu D(s?),' H -' (f) espazioko ele-
Iba

mentua da eta ondokoa betetzen da :

~I ~~ II H (r)
m`x (1,C)'; II uII E

Hortaz,~ aplikazio lineal jarraia,dentsita-
tez,E espazio osoan definituriko y1 aplikazio lineal ja-
rrai batetara heda daiteke,

á 1 : E

	

H (r) .

Ikus dezagun azkenik,Green-en formula betetzen
dela .Biz uEE eta v€ H/ (r) .Kontsidera dezagun (u n )GD(Z) zei-
nak u-rantz jotzen duen E espazioan .Hortaz,)( 1 ( •) funtzioa-
ren definizioaz,~ 1 (u)= lim '_ua, .Beraz,

n ~ ao 1 rL

~1t~)wi = lim f 7l U^ , v\> = urn

	

Zun.v cqr_
n .oo

	

IR

	

n~oo JI' RR

Lirh

	

,&
u„ •W d.x4 J Vun -"Jwdx}

n -VCO -~ f.

	

-11

_ 1 áu--WU 4
1
v u.vw dLx , 11 w (= N'(SL)1 Y0 1W) =V . 1

n

2 .25 .Oharra . uEC 2 (SZ) denean,u€E da eta kasu honetan ere,
'j 1 (u)=Zu,oso erraz froga daitekeenez .

usC 2 (37) eta v%; H 1 (S2) direnean Green-en formula
aplikagarria da,beraz,

00.-vdx - !
0~Vvd.x _

1
U -rd

.n

	

J~

	

r <DYL



eta (2 .24) berdintza kontutan izanik,)( (u)=t'

	

dela dugu .1

	

"Jit

2 .2 .3 Formulazio sendoa .

hots,

<'( ~un) , W

ondokoa betetzen dute :

- 3 1 -

2 :2 :'1 atalean ikusten genuenez,

J~ un •V y dx + E ) uw d~ _ , ( u„-v dx ~dn~ IN ,VveN'(s~)
r

	

J~

eta honen ondorio madura,

- Au n => n u n ,VnEN,D' (S2) -n

beraz,kasu honetan 2 .23 proposizioa aplikagarria da eta

Green-en formula erabiliz ondokoa dugu :

- f áu n -vdx +< yi -r v' + Ejr u,n , vd6= %-n
1¡

u„v d'x / vv e N
1(2) .

Bestalde,D(n) L 2 (S)-n dentsoa denez gero,

-
1

6(Án •v ó-x = %n
i
an v clx ,'d v E L`C.t2)

n

	

-51

berezíki,VvcH 1 (SZ) .

Honelatan ba,

<~~~u~J, v > + < ó0 ( .n) ~ v > = o vv e WC.n )

hau da,

14
+ E < Y o (un), w% = a, Vwe k `(r)

~1(un)+E

	

n)-p,
H-

y2 (!" )-n .

Hortaz,gure '~'A n autobalioak eta u n autofuntzioak



ten direla .
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- Aun=\nun

	

, D' (n)-n .

'v1 (u n )+EY O (u n )=O,H -y2 (r.)-n .

Ikus dezagun azkenik,u n autofuntzioak erregula-

rrak direla eta honen arauera,aurreko berdintzak nonnahi ema

2 .26 .Prop'osizioa . u n autofuntzioak erregularrak dira,hau

da,C 2 (1) espaziokoak .

Frogapena .
Funtzio propioen erregulartasuna frogatzeko,ondoko

emaitzak erabiliko ditugu :
(i)Sobolev-en injekzioak(ikus O .kapitulua) .
(ii)Agmon-Douglis-Niremberg-en (A .D .N .) emaitzak

(ikus ( 2 ) ) .
(iii)Schauder-en emaitzak(ikus (9 )) .
u€H 1 (Q) aurreko problemaren autofuntzioá bada,on-

dokoakc betetzen ditu :

- pu=ñu,D' (~)-n .
Y 1 (u)+EYD (u)=O,H -Y2 ( r )-n .

u funtzioa H 1 (fl)-n dagoenez, 10 ( .u) H `( .r )-n dago

beraz, Y1 u)='-do (u) ere Hy (r )-n dago .

Bestalde, \u L 2 (fl)-n dago, beraz, ¿u ¿ L 2 ( . `) .

Honelatan ba, A .D .N .-ren emaitza aplikatzeko baldintzetan

gaude eta u H 2 ( ~l )-n dagoela dugu .

Sobolev-en injekzioak aplikatuz ondokoa lortzen

da,

ueL q (Q) , 2,<q,<2N/N-4, N>4. denean .

ueL q (i2) , 1 cq,c+oo , N,,4 denean .
A .D .N .-ren emaitza berriz aplikaturik ondokoa lor

tzen da,
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U'r ' q ('2) , 2,<q~<2N/N-4, N)4 .

uEW 2,q 1,<q<+co ,N,:4 .

Proz e su hau,edozein N-tarako,aldi-kdpuru finitu

batetan errepikatuz,ueW 2 ' q ( -fj ),q)N/2 lortzen da .Beraz,Sobo

lev-en injekzioei esker,

uEC O ' d (Q) , O(0 < 2-N/ .

eta Schauder-en emaitza erabiliz,uEC 2 '`~ ( T2 ),Ol_ -,,2- tj/i , berezi-

ki,uEC 2
Hortaz,-Au -,\u =O,D' (. )-n denez gero,eta uEC 2 (S2),n

	

n

	

n

- i~i u n - ~Kn u n funtzioa jarraia da eta ~Au n -\ n u n=O,S2-n .

Bestalde,Y (u n )=9un eta ío (u n )=u n ,beraz,
(5 ñ

+ F U-n = O N C~~ -n

hau da,

~~
J

	

d6+~ un~-dcT=~~ ~VEŕŕ ~f
rran

	

r

eta H Y2 (f) espazioa L 2 (f)-n dentsoa denez gero,

eta

	

vU..fl4 LLn
(6n

gu,

Únn . _ ,eu n =O / i . n . 'afl-n

funtzioa r-n jarraia dela kontutan badu-

(Dñn -+E-un=0

Honelatan ba,ondoko teorema frogatuta geratzen da .

2 .27 .Teorema . (2 .1_7)-(2 .18) problemaren autobalioak positi-

boak dira,eta +oo -rantz jotzen duen segida gorakor bat oso-

tzen dute,
o c ~ l 5'\z< .

	

n ,

Bestalde,autobalioei

	

dagozkien autofuntzioak



erregularrak dira,hots,C 2 (S2)-espaziokoak,eta u nQ C 2 (,,~) auto-
funtzioen bidez osoturiko (u n ) L 2 C6"~ ) espazioko oinarri orto
normala existitzen da .

2 .2 .4 ñ1 lehen autobalioaren karakterizazioa .

(2 .21) adierazpenean ikusten genuenez,u n autofun-
tzioak eta \n balio propioak ondoko berdintza betetzen dute :

	 f (VLJ? t + E	 J	un d-~
_ ~~.~	n	

bereziki,

	 S2! ®t~,I2dx +€J, ~; ~~

Jrz

Ikus dezagun orain,~1 lehen autobalioa nola karak
teriza daitekeen modu eroso batean .

Kontsidera dezagun ondoko zenbaki errealá,

(2 .28)

	

~= ~inf'

	

I 7w1 7u F- u2ó-

U-11 W1Lz gz)=9

	

f

Argi dagoenez,)t:'. 0 .

Plantea dezagun ondóko problema :
"u6H 1 (52) funtzioak aurkitzea,zein.tzutarako honako

hau betetzen den :

(2 .29)

	

I = 1 1V(XI 2 d.x +
J~ u2dc

u`cix=1 izanik ."

- 3 4 -

2 .30 .Teorema . (2 .29) problemak ebazpen bat du gutxienez,hor
taz, p, zenbakiak ondokoa'betetzen du :

(2 .31)

Frogapena .

Jk` =

	

min
u.(c !4IC9)

	

r
Ilu~l~2~~ 1



- 3 5 -

zenbakiaren (2 .28) definizioaz ondokoa dakigu :

3 (v. n ) c N'(si) /,~k La)
~ )

IVunI Z ax +E f ú;, d~
n -400

	

S2

	

r

4dx=1 izanik,VnÉN .
9_ (u n ) segida H 1 (S2) espazioan bornatua da eta H 1 (12)

espazioa erreflexiboa denezgero,(u~) azpisegida ahulki kon-
bergente bat existituko da .Biz ur.. H'( ..í2),azpisegida honen li-

mite ahula .
H 1 (fl)-tik L 2 (C2)-rainoko injekzioa tri'nkoa denez

gero,(uñ) segida u-rantz sendoki konbergentea izango da L 2 (f2)
espazioan .

Bestalde,(ó 0 (u' ))CH ~(r) aztarren-segida ahulki

konbergentea izango da H ({')-n eta H 4 (r)-tik L 2 (P)-rainoko
injekzioa trinkoa denez gero,.(á0 (u») sendoki konbergentea

izango da L 2 (r)-n,beraren limitea '0 (u) delarik .

Honelatan ba,(un)C H 1 (Q) segidak ondokoak betetzen

d i t u :

(2 .33)

(2 .34)

(2 .35) un
---ó0(u), (r)-n .

(2 .34(2.34) adierazpenetik ondokoa dugu :

(2 .36)

	

l
ü? d x . 1 i m

J

	

Z 'L" % i
11

	

n -a oo 12

eta (2 .35)-tik,

(2 .37)

	

I u2

	

1 im
1

u~ ~~
~°

	

n~+ oo r

Be staid e,

1a - LM

	

ft7'. n ~ Zdx+E jrÚn`d~j J
ún clx_i,Vn€IN .

n - +ao

	

11

u n, -->u H ( O ) ,H( .~1 ).-r entopolog iaahularekikahularek

u~u'- u,L2 (¡l)-n .

IV . 12 d x : H 1 (.n)

	

R/
A

	

I
IDu-l2aX
n



funtzioa,behetik erdijarraia da H 1 (S2)-ren topologia ahula-

rekiko,hortaz,

(2 .38)

	

J
jVu~`dx ~< lim inf

J (4unIZ a-x
n

(2 .33) adierazpena kontutan izanik .

(2 .36),(2 .37) eta (2 .38) azken emaitza hauek bil

durik,ondokoa dugu :

u. r= H'(S2)

	

f 2 x_(áf

eta
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J ¡ va¡ dx + E~ IT <lim inf

	

Un J-1

Beraz, /tt zenbakiaren definizioaz,

hortaz,

_ min

	

I OLll2 d-k +F~ u,2~~
A- . u e N' (12 )

II u , 11L2( .l)

2 .39 .Korolarioa . /A zenbakia positiboa da,hau da,J.L>O .

Frogapena .
Suposa dezagun,m =O dela .Hau honela izanik,exis-

tituko da uEH 1 (f) zeinetarako

fs, oa- = i

	

J Ivu( 2dx +E( u,2 ctr -o
r

diren .
2

Hortaz,

	

1,1
)Vtjidx=O ,beraz,u=ktea .Bestalde,

ir
u,2dQ'=0,beraz, X 0 (u)=O .Honelatan ba,u=0,

fn
W2dx=1 bal-

dintzaren kontra doalarikj
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2 .40 .Teorema . j. zenbakia (2 .17)-(2 .18) problemaren lehen

autobalioa da,hau da,X 1 =p. .Bestalde,(2 .29) problemaren

ebazpenak,lx -ri dagozkion funtzio propioak dira .
Honetaz gain,u€H

1
(Si) funtzioa ,~Á autobalioari da-

gokion funtzio propioa bada,w=l ;u 1 ! -1 u funtzioa (2 .29) pro

blemaren ebazpena da .

Frogapena .
(i) Bira -ucH 1 (S2) (2 .29) problemaren ebazpen bat

eta psH 1 (D) .
Ilull~--1 denez gero,tÉR nahiko txikia d`enean,

,>0 da .
Biz v=(u+to)/Ilu+toll~ (n) H 1 (f) espazioko funtzioa .

Argi dagoenez, IIvIl 12(,)1,beraz, ) zenbakiaren definizioaz,

' vvl 2dx E J~ v2 ~ >,

Honelatan ba,

I t7(Uf+t¢)I 2dx 4 E

	

(u+to) 2 C,a- II
o-

	

fr
~

hau da,

` IVU1`+t`iV012+2-tVW-VO t Jx -+ ¿1 1

	

4 ` +2t u- ~

.L . J ~ 2Z zfuoJ(u+ ~` ~

	

0

eta

	

tl
lvu.lz CLx+F- r̀oza._ p j a.2dY, I-L denez gero, honako hau

.St

lortzen da,

(2 .41) 2
'~tV I2 dx +2tS Vka-v dx ~E 2 f d6'+2~~J ~~d~

r

	

h

,,

	

.~~Z( gSZCLX +2~, ~ ~L dx~

t>0 deneko kasuan,azken adierazpen hau t-z zati-

tuz eta t--+0+ doaneko limitera eramanez,honako hau lortzen

da :
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2 S
v~v v d.x -+ -2 .

J
u ó-c , 2,' k i d.x

r

hau da,

(2 .42)

	

~~D~Du dX
+~Sr~(

d~ >,

	

tx~QX~~~EI- s2) .

t<0 deneko kasuan,t-z zati •t uz eta t- O doaneko
limitera eramanez,ondokoa lortzen da :

(2 .43)

	

`1 VIÁvodx + .~r~~a6 .~~t .~

	

~cLx 1 V !-i (Si)
Q

(2 .42) eta (2 .43) adierazpenetatik hauxe dugu :

(2 .44)

	

f2v
u-a~dx

	

u,0J-X

Beraz,uEH 1 (12) funtzioa eta )u.zenbakia (2 .17)-
(2 .18) problemaren formulazio bariazionalaren ebazpenak di

ra,eta 2 .2 .3 ataleko erregulartasunari buruzko arrazonamen
duei jarrituz,ucC2 (S2) izango dugu eta (p.,u) bikotea (2 .17)
-(2 .18) problemaren ebazpena izango da .Hortaz,u p autoba- .
lioari dagok •ion funtzio propioa da .

Honelatan ba,p. autobalioa denez gero,2 .27 teore
maren arauera hauxe dugu :

nEN/>

	

.

Dakigunez,

J Iv 2 ax + ¿E '
r
u.2d. >, ' bue4'(Q) / J 2 cLx :1

beraz,VuEH 1 CSZ),v=u/Ilull~t
,~ j funtzioa kontsideratuz,ondokoa

d u g u :

J 17tk1 2 d. x+ E¡ u,2 d-T 3/ L 1 u
2 Ix

S2

	

C

	

u
hau da,

C I~laul`d •x +U,ld.T

	

VuEH'(-2)_ o~ .
~2 áx



- 3 9 -

Beraz,(2 .21) adierazpenari esker,,<~n ,VngN,honelatan ba,

Í~ ~ 1

	

1(ii)u6H (Q) ~k autobalioari dagokion funtzio pro
pioa bada,erregulartasunari buruzko arrazonamenduei esker,

u erregularra da,hau da,ucC 2 (T eta ondoko berdintza bete-

tzen da,

1 I o u- 1 2 dx+¿
1

U.Z d .q-

	

- 1 j a.x
a

	

P

	

SL

hortaz,w=IIuII LL (.2)u funtzioak hauxe beteko du :

1& _

	

jvVVj2 (-x + ~-
J

W`a,Q'

sz

	

r

(2 .29) problemaren ebazpena delarik .I

2 .45 .Korolarioa . ~k 1 (2 .17)-(2 .18) problemaren lehen autoba-
lioak honako hau betetzen du :

~9 . min

	

IVLll 2 dx + E U.2 (J )/ f L12 &Lx
u€w 2 - o~

	

.f2

	

r
honelatan ba,

fa tV I2(dx +6JI
tk2 dq- ->, ~ I

taw,
a.x )Vi&eN'(S2 ) .

2 .3 .-MUGAKO BALDINTZA NEUMANN-ENA DENEKO LAPLACETARRAREN

FUNTZIO ETA BALIO PROPIO LINEALAK .

Kontsidera dezagun mugakp baldintza Neumann-ena
deneko laplacetarraren funtzio eta balio propio linealen

problema :
(2 .46)

	

-Au=).u,f-n .

(2 .47)

	

' =O , r -n .,~on .

.Q cR N ireki bornatu erregularra delarik .

Problema honen formulazio bariazionala hauxe da :

"X R balioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko bal-

dintza betetzen duten ucH 1 (11) funtzioak existitzen diren :
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1 Du°v dx = \ ( u,v 'j" / Vv I4 1 (2)-
sz

	

.2

2 .2 ataleko arrazonamenduei jarraituz ondokoak

lortzen dira :
"(2 .46)-(2 .47) problemaren autobalioak ez-nega-

tiboak dira eta +00 -rantz jotzen duen segida gorakor bat

osotzen dute .Beraiei dagozkien autofuntzioak C 2 (S2) espazi o
koak dira eta existitzen da (u n )cc 2 (S2) autofuntzioen bidez
osoturiko L 2 (S2) espazioko oinarri ortonormala .

Kasu honetan, X1 lehen autobalioa nulua da,hau
da,' 1 =O,berari dagokion autofuntzioa u=1-izan daitekeelarik'.'

Bestalde,2 .2 .4 atalean lorturiko ~1 lehen auto-
baliorako karakterizazioa bistakoa da zeren eta,

0=\ = min

	

j..wu.12dx
1 aE N I(Q)-1o i

	

Jn
UL2 Ltx

Kontsidera dezagun orain,(F n )CR+ O-rantz jotzen

du.en segida beherakor bat .Kontsid ara dezagun,halaber,E n
zenbakiari dagokion (2 .17)-(2 .18) problema eta beronen

lehen autobaliorako lorturiko kakterizazioa :

( E n =

	

~	 2 a.xmin

	

1r, uZ dA
1

	

uEN (sZ)-~o`

	

f u,2 d-X

Argi iku-sten denez,(~ 1 (En )) autobalioen segida,

O-rantz edo (2 .-46)-(2 .47) problemaren lehen autobaliorant.z
jotzen duen segida beherakorra da .Hau da,

4' 1 (En ) =ŕ~1 =0 .

Erreferentzia zabalagoak izateko,ikus (6 ) .



2 .4 .-OSAGARRIAK .
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Biz r0 fl irekiaren mugaren azpimulzoa, zeinaren

neurri a posi ti boa den . Biz, hal aber, r 1 ='aSi-r0 .
Mugako baldintza zeiharra eta Neumann-ena deneko

laplacetarraren autobalioen problema aztertu dugun moduan

ondokoa ere azter daiteke .

(2 .48)

	

- Au =>u, n -n .

(2 .49)

	

u=0 , r 1 -en .

(2 .50)

	

/óu+ E.u=0, r 0 - n .

Kontsidera dezagun H 1 (SI )-ren ondoko azpiespazioa

V=~u€H1(S~ ) / u=0 Pi - en] .

Bistakoa denez, (2 .48)-(2 .49)-(2 .50) autobalio-
problemaren planteamendu bariazionala ondokoa da :

")cR balioak aurkitzea, zeintzutarako ondoko

baldintza betetzen duten u€V funtzioak existitzen diren :

j Duiv ix
+ £¡>

v d . )
1
u..v d.x

	

`dvaV . "
SZ

	

ro

	

S1

2 .2 . atalekoen- antze,koak diren arrazonamenduak
egin'ez,hurrengo ondorioak lortzen dira :

"Aurreko problemaren autobalioak positiboak

dira eta +o0-rantz jotzen duen segida gorakor bat osotzen

dute,

6{%/S	<X

	

. . .1n'<

Honetaz gain, badago (u n )G0 2 (,

	

) L2 (-í1) espazio
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ko oinarri ortonormala osotzen duen autofuntzioen segida bate

Bestalde, Rayleigh-en zatiduraren bidez, \ 1 lehen

autobakiorako ondoko karakterizazioa lortzen da :

~~ hu~Z&x +~ ~ r uZa'r
(2 .51)

	

ñ - min	
1- u.EV

	

j u2 a x
ü# 4

	

s~

Aurrerantzean,ondoko notazioak erabiliko ditu .gu :

~D : Laplacetarraren lehen autobalioa,mugako

baldintza Direchlet-ena denear .

N : Laplacetarraren lehen autobalioa,mugako

baldintza Neumann-ena denean .

i : Laplacetarraren lehen autobalioa,mugako

baldintza zeiharra denean .

Aurreko problemaren lehen autobalioa .

Beraientzat ditugun karakterizazioak kontutan

izanik, ondoko desberdintzak nabariak .dira :

0=\1 <~1 <~ 1 `,A 1

Bestalde, l 1c .l bada . Oso erraz froga daiteke

Rayleigh-en zatidurak erabiliz ezen,

ondokoa ere froga daiteke :

Maximoaren printzipioa erabiliz eta laplacetarra

ren l ehen autofuntzi oa zei nu

	

bakarrekoa dela kontutan izanik

-~1 p

	

ñ D (n )<\ O (

	

1 ) -
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DUTENEKO PROBLEMA ELIPTIKO ERDILINEALEN AZTERKETA .

3 .1 .-PROBLEMAREN PLANTEAMENDUA .

Biz ncRN ,N>,3,ireki bornatu konexu erregularra,

beraren muga .Q = r delarik .

Bíra,halaber,E)O eta R-tik• R-rainoko f funtzio

bat .
Kapitulu honetan,ondoko (3 .1)-(3 .2) problema

eliptiko erdilinealaren ebazpenen existentzia aztertuko

dugu :

(3 .1)

	

-ti u=f(u) ,fl-n .

(3 .2)

	

ad.+E u=0

	

, r -n .
Dn

1 .kapituluan. ikusitako puntu kritikoei buruzko

emaitza erabiliz,f funtzioak zenbait baldintza betetzen di

tuenean,(3 .1)-(3 .2) problemak ° gutxienez ebazpen erregular
bat duela ikusiko-dugu .

Kapitulu honen helburua,ondoko 3 .3 .teorema fro

gatzea izango da .

3 .3 .Teorema(Ebazpenen existentzi teorema) .

f funtzioak ondoko (f 1 )-(f 5 ) baldintzak bete-

tzen baditu,(3 .1)-(3 .2) problemaren C 2 klaseko ebazpen bat

existitzen da gutxienez .
(f 1 ) f lokalki lipschitzearra da .

(f ) f(0)=O eta l=lim Ft~ ) <~
2

	

Iti-o

ñ1 zenbakia, f -Du=au,í2.-n . problemaren
r +Eu=O ,f -n .

lehen autobalioa izanik .

(f 3 ) ]M>,0,6,---[0,%)/ G(z),<ezg(z),VUR :1zI>,M .

- 4 4 -

3 .MUGAKO BALDINTZA ZEHIARRA
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g(z)=f( )- z, yzER eta G(z)= J 0 g(s)ds,VzER
direlarik .

(f4 ) 3sE[1,N+2/N - 2),k 1 ,k 2>0 / 1f(z)j < k 1 +k 2 !z l s ,VzER .

(f 5 ) lim g( )/,s>0
$ ->aa

3 .2 .-EBAZPENEN POSITIBOTASU NA.RI BURUZKO ZENBAIT KONTSIDERA
ZIO .

Suposa dezagun 3 .3 .ieorema frogatuta dugula . Biz
(f 1 )-(f 5 ) baldintzak betetzen dituen funtzio bat, eta ikus
dezagun (3 .1)-(3 .2) problemaren ebazpena ez-negatiboa auke-
ra daitekeela .

Kontsidera ditzagun ondoko funtzioak :

_

	

g(s), s>,O denean .
g(s) =

l O

	

, s,CO denean .
eta G(z)=Já g(s)ds , Vz€R .

Biz', halaber, f(z)= g(z)+lz, VzER .
Kontsidera dezagun ondoko problema :

(3 .4)

	

- Au=f(u

	

c-
(3 .2)

	

'-h+Eu=0

	

, ('-n .
"Dn

Nabaria denez, problema hau 'ere 3 .3 .Teoremaren
baldintzetan dago, hau da, f, g, G funtzioek (f 1 )-(f 5 ) bal
dintzak betetzen dituzte . Beraz, (3 .4)-(3 .2) problemak
ebazpen ez-nulu erregular bat edukiko du gutxienez .

3 .5 .Proposizioa . iEC 2 (f) funtzioa (3 .4)-(3 .2) problemaren

ebazpena bada, ondokoak betetzen ditu :

ú(x)>o, dxc P .



(b) ú funtzioa (3 .1)-(3 .2) problemaren ebazpena

da .

Frogapena .

(a) Suposa dezagun (a) ez dela betetzen, hau da,

3x£Í/ ú(x)<o .
Kontsidera dezagun ondoko multzoa :

.521 = Ix€n/ -U( x)<011 .
(a) betetzen ez denez gero, SI 1 ez-hutsa izango da .

Egoera bi hauek bereiztuko ditugu :

(i) kasua .

	

1c .f2. .
ilcfl dugunez gero, r1 =~-2 1cjxES2 / ú( ) =o~ Beraz,

ú funtzioak ondokoak betetzen ditu :

- dú=1u, SI 1--en .

u=0 , r 1 -en .

ú<0 dela kontutan badugu („l 1 -en) eta hortaz, f(ú(x)=1ú(x),

dx€ .Q 1 .
Honelatan ba, 1 balioa laplacetarraren autobalioan 1 irekian, •mugako-baldintza Direchlet-ena delarik .

Bestalde, 3 .3 .Teoremako (f 2 ) baldintzari esker,

i,<\ 1 , \ i mugako baldintza zeiharra deneko lehen autobalioa

izanik fl irekian .
Hortaz, kontraesana dugu, zeren eta :

l ai
1 balioa laplacetarraren autobalioa izatearen kontra doalarik,

mugako baldintza Dirichlet-ena denean .I 1 irekian .

Beraz, (i) kasu hau ezinezkoa da .

(ii) kasuak	 n 1¢

	

.

-4 6 -
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dugu y beraz, kasú honetan,rnr l = r 0 ~

Honelatan ba, .ú funtzioa fl1 irekian negatiboa denez gero,

betetzen dituen mugako baldintzak kontutan izanik, ondoko

problemaren ebazpena dela izango dugu

- ~ú=1 ú,

	

en .

/-~ ú+¿ ú=0 , p0-n .

u=0 ,h-ro -n .

Beraz, 1 balioa mugako baldintza nahasia ceneko laplaceta-

rraren autobalioa d.a .

Bestalde, 3 .3 .Teoremaren (f 2 ) baldintzari esker,

1'A 1 dela dakigu, X1 mugako baldintza zeiharra deneko la-

placetarraren lehen autobalioa izanik .

Kontsidera dezagun ondoko autobalio-problema :

- Au = \u , -Q -n .

róu+Eu=0 , p o -np

u=0 ,P-P0 -n .

Rayleigh-en zatiduraren bidez lorturiko karakteri

zazioak erabiliz, ondokoa lo'r daiteke :

al(s~),<a (l1 )

Honelatan ba, ondokoak ditugu :

(n ) .<~i(f)<) ( .l 1 )

1 balioa mugako baldintza nahasia deneko laplacetarraren

autobalioa izatearen kontra ( .l 1 -en) doalarik .
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Hortaz, halabeharrez, (ii) kasua ere ezinezkoa
denez gero, ú ebazpena ez-negatiboa izango da .

(b) ú(x».O denez gero dxE .¿, -f(úú(x))=f(ú(x)),

VxESI . Honelatan ba, ú funtzioa (3 .1)-(3 .2) problemaren

ebazpena daj

3 .3 .-EBAZPENEN EXISTENTZI TEOŔEMAREN FROGAPENA .

Aurreko atalean ikusitakoari esker, gure proble-

maren ebazpen ez-negatibo bat lortzeko, nahikoa izango da

3 .3 .Teorema frogatzea .
Teorema honen frogapenean, P .H .Rabinowitz-en

metodoari jarraituko gatzaizkio .
Lehendabiziko pausoa, problemaren Formulazio Baria

zionala aurkitzea izango da .
Bigarrenik, funtzional bat definitu beharko dugu

zeinaren puntu kritikoak gure problemaren Planteamendu
Bariazionalaren ebazpenak izango diren .

Funtzional hau definitu ondoren, mendilepoaren

teoremaren bidez, puntu kritiko bat gutxienez duela ikusi

beharko da .
Azkenik, Formulazio Bariazionalaren lorturiko

ebazpenak erregularrak direla ikusiko dugu .

3 .3 .1 Formulazio Bariazionala . Frogapenaren eskema .

Lehenik, Formulazio Bariazionala lortu aurretik,

(3 .1)-(3 .2) ekuazioa modu egoki batetan idatziko dugu .

f(z)=g(z)+lz denez gero, (3 .1)-(3 .2) problema

honela idatz daiteke :



- 4 9 -

(3 .5)

	

- Du-lu=g(u),l -n .

(3 .2)

	

au+Eu=O

	

, r -n .

Ikus dezagun zein den problema honen formulazio

bariazionala .
Biz veH 1 (l ),(3 .5) berdintzan v-z biderkatuz eta

41 irekian integraturik,ondokoa dugu :

- J 0 u . •v d x- l J u.v<:,x_ f(u..)vcLx9SI

	

SI

	

SI

eta Green-en formula aplikaturik,

J v ,d.x - fr IL.vd.a- - ¿J vdx =( gc~Nvdx
n

(3 .2) mugako baldintza kontutan izanik,

JS7 .Vvdn ix

	

x +E¡
r

	

.n

	

s
uvd,~ -(.I u.VIx= (

z
v&)vd.x .

Beraz,(3 .1)-(3 .2) problemaren formulazio baria-
zionala hauxe da :

"ucH 1 (SI) funtzioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko (3 .6)

baldintza betetzen den :

(3 .6)

	

. J vu,vv dx +E
1
uvdr-ti ixvdx--J9(u)vdx,VvdN(S2)"a

	

r

	

n

	

si

(3 .6) problemaren ebazpen bat lortzeko,H 1 ( .n )
espazioan definituriko S ¿ ( - ) ond-oko funtzionalaren puntu

kritiko baten existentzia frogat-uko dugu,zeren eta geroago

ikusiko dugunez,S E -en puntu kritikoak aipaturiko problema-
ren ebazpenak baitira .

( 3 .7)

	

S E (u ) =i J~tvul2 dx+E`ru2d,r - J Z dx¡-J G(u) dx~düEN i(n)
s2

Emaitza hau lortzeko,l .Kapituluan emaniko puntu
kritikoei buruzko emaitza erabiliko dugu,mendilepoaren teo

rema hain zuzen,beraz,SE ( -) funtzion. ala teorema honen bal-
dintzetan dagoela frogatu beharko da .



Frogapenaren eskema hauxe izango da :
(A) SE(-) funtzioa H1 (11) espazioan ondo defini-

tuta dago eta C 1 klasekoa da,beraren diferentziala ondo-
koa delarik :

SE(u),O =JVuVvdx +£~ uvd6-L
J
kvdx-I 9{u)vclx ~Vu,veN~(S2)

r

	

.n

	

1

(B) Sfuntzioak (P .S .) + baldintza betetzen
du .

(C) S a (0)=O eta

	

0/` Sa (u)>,O,VusBr -C0i eta
S E ( u)>,d ducse

*

(D) 3eGH 1 (SZ)-1,01/S,(e)=O .
(E) S ¿ ( •) funtzioaren puntu kritikoak erregula-

rrak dira .

3 .3 .2 (A) baldintzaren frogapena .

Ikus dezagun lehenik,S £ (-) funtzionala ondo defi
nituta dagoela .

uo-H1 (11) denez gero,

	

IVu.I2dx eta J u 2dx integra-
2

	

, 2. lak finituak dira .Honetaz gain, YO (u)EL (f),beraz, r u d6
finitua da .

Hortaz,nahikoa da J G()dx finitua dela ikustea,
VuEH 1 (S2 ) .

	

~

3 .8 . Lema .Existitzen dira sc[1,N+2/N-2) eta k 3 ,k 4)0 konstan

teak zeintzutarako, IG(z)I ,<k 3 tz l +k 4 lz l
s+1 , V zER .Hortaz,

j,G(u)dx integrala ondo definituta dago,uEH 1 (SZ) edozein

izanik .

Frogapena .

3 .3 .Teoremaren (f 4 ) baldintzari esker,

3 sE[+, N+2/N-2) , K ^ ,(<2~o/ I F(Z)I 4>

l9(i)1 = I F(z)-lal sIF(a)I4.ILIIzI <k 1 41L11~1+k2 IzI5

-5Q-
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~,< C.+C t Iz1S , V .2eP, .

C 1 =k 1 +111 eta C2 =k 2 +I1I izanik .

Hortaz,

'o
1 5 L{) ~ dt `J

	

+C2 IUI S)dt ; C,I~1+C2 la) S+~,d e IR
o

	

s+1

beraz,nahikoa da k 3=C 1 eta k 4 =C 2/s+1 aukeratzea .
Honelatan ba,u6H 1 (fl) bada,

I ~(U)I dx .<
J [k

iu(x)I+K4 I(&(x)I5+ i ] axzk3Ciu(x)Idx+K4jlu(41"0

eta sE[1,N+2/N-2) denez gero s+1E[2,2N/N-2) eta Sobolev-en
injekzioei esker,u6L p ( SZ ),dpE[1,2N/N-2) dugu ;beraz,

1.,Iu(x') I dx eta
ill

u(x)l s+l
dx integralak ondo definituta

daude eta honexegatik
1.(2

G(u)dx ere .

S E ( •) funtzioa ondo definituta dagoela ikusi on
doren,ikus dezagun C1 klasekoa dela eta beraren diferen-
tziala lehenago aipaturikoa dela .

3 .9 .Lema .Biz T 1 (u)=% j j~Dul 2 d.x +~Ir I~'`da

	

,u6H 1 (a),
H1 ( ..Q)-n definituriko

l
funtzionala .

Orduan, T 1 EC 1 (H 1 (1Z)) eta beráren diferentziala

ondokoa da,
(3 .10)

	

<T1 (u),v>= 1 Vwvvclx +£ (~avd.a- -L~ Kvdx j ~luweN +(S2)
J

	

n

Frogapena .
Biz u€H 1 (_Q) .Ikus dezagun ondoko limitea nulua

dela,

	

,

(3 .11)

	

v

	

0
I (T, (u.),v>)

=0
II vii u +(Q)

<T,'(u),v>

	

(3 .10) adierazpenean definíturikoa
izanik,

IT,(utv)-TI(u)- ;T,'cu),v>l _ 116	IvvIZax +E`pv2du--L

	 fn	

v2 dx+

I~v ii N +(n)

	

2

	

l1v
11 14 1 (n) ;

m a x ( 1, IYI,E )
Iivi4 (n)+II

	

(
V)iI~2(r)

2

	

11v 11N+
(-a)
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'r

	

2`< k5 IIvIIN+M) 4

	

I1vIIN+(Q) ; k 5 C IIvIi 14 + (n) # kótl VI +(n )~
IIv11 H I(n )

c 5 =%max(1,Iii,£) izanik eta H 1 ( -Q )-tik L 2 (f)-rainoko az-

tarren aplikazioa jarraia dela kontutan izanik .Hortaz,

li

	

(It

	

~~

	

+k26
1 . v' 'H 1(n) )

0k

	

v
v-LB

	

5

	

H(n)

denez gero,(3 .11) betetzen da .

Honelatan ba,(3 .10) adierazpenean definituriko

T1 funtzioa T 1 funtzioaren diferentziala da .Bestalde,T~( •)

lineala da .Hau kontutan izanik,ikus dezagun jarraia dela :

II TI (u)Il~u,1

	

Eti cn)
1 <T) (U,),v>)

ilwll_1

su ~

	

J
I
puVWGLX +a uwcia-- L' u.wct. I

w EN'(.n) l 2

	

r

	

n
IlwII . 1

,< uv€ (i2)

	

II~IIHlímIlW11H1(-Q)4£1tuDL2 (~)IIvr~I1L2(r)+I11" .""H1(3) ) 11 9̀1Y(12) I

IIw II=1

,< 11111141(J2) 4 ¿k6 ¡11111 J (Q) +Ill liull~, (~~ _ (

	

<¿+ ILI) IIkiiH1(n ) .

Hortaz,Tl( •) jarraia da eta T 1 EC 1 (H 1 (n (-(Z)) .

3 .12 . Lema .T 2 (u) = ) G()dx,Vu6H
1
(Q),H 1 ( .n) espazioan defini

turiko funtzionala C 1 klasekoa da,beraren diferentziala on

dokoa delarik :

(3 .13)

	

~T2(u),v~=
1t2
g()v,Vu,v€H 1 (SZ ) .

Honetaz gain,H 1 (s2,)-tik (H 1 (SI))' dualerainoko

T2 eragilea trinkoa da .

Frogapena .

T 2 funtzioa C 1 klasekoa dela eta beraren diferen

tziala (3 .13) adierazpenekoa dela ikusteko,nahikoa da ondo

ko bi baldintzak betetzen direla ikustea (ikus(16)) :

(a) V u,vEH 1 ( .S2) 9

2

	

,

~im 0+ ~1 ( T 2 (u+tv)-T 2 (u)- t j~g(u)vdx) I= 0
t



(b) u rn u n =u,H 1 (l)-n =e>rt -4 .0

lim (sup iI

	

(g(u
n

) -g u))vdxl=0 .
naco vr- 4(Q) 1SL

11V11=1
Baldintza hauek betetzen direla froga dezagun :

(a)Ondoko desberdintza nabaria da,

TZ (u+tv) -T2(A) -t,J.Zg(w)Vax

Bestalde,

- ( G(u+tv)-4a.)-~9(v.ly ~ ¡
,< ( sup ) 91w+tu)1+I?( U ) ¡vi

.'<
1
SUP .C,+(~IU.+tv1S 1+C i +0 1u1s1) 1vi

S ~d~-(-d2 1u.I S +d IVl s y Ivl

	

i . nn

	

n-n

batezbesteko balioaren teorema eta h(z)=z S ,srj1,N+2/N-2)
funtzioa konbexua dela erabiliz .

Biz w= jo(1 +c(2 l u I s + '0 (3 'v I s1 ¡vi funtzioa .Sobolev-en

injekzioak eta Holder-en desberdi
n
ntza aplikatuz,wEL 1 (JZ)

espazioko elementua dela frogatzen da .
Bestalde,
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lim E1(uktv)-U(u.)-{G(u~v =0, i . n . -~ -n,
k -a 0

denez gero,konbergentzia gaindituaren teorema aplikaturik,
baldintza hau frogatuta egongo da .

(b) Baldintza hau frogatu beharrean,berau baino

sendoagoa den beste baldintza bat frogatuko dugu,bide ba-
tez, T2 eragilea trinkoa dela izango dugularik .Frogatuko
duguna hauxe izango da :

"lim u =u,H 1 (SZ)-ren topologia ahularekiko c:R-Iap

	

n

lim (
SC

pQ, ~

	

( g(un )-g() )vdx)=0 " .
ILil7D

	

t)Vfl=l



t/gs[1 ,2N /N-2),H 1 ( .n)-tik L q (,1 )-rainoko in jek-

zioa trinkoa denez gero,lim u =u,Lq ( .11)-n, VgE[1,2N/N-2)L
n >oo n

Bestalde,g lokalki lipschitzearra da eta ondoko

desberdintza betetzen du :!g(z)I,CC 1 +C 2
1
z l s , V zER .Beraz,

Krasnoselski-ren emaitza aplikatuz (ikus (10)) ondoko

funtzioa jarraia dela ikusten dugu,Vp6[s,+ap) :

(3 .14)

	

g :Lp(S2)	> L p/s ( f) .
u(x)	.9 g(u(x)) .

Honetaz gain,vaH1(~)c~ vEL2N/N-2(-Q) Bestalde,

(2N/N-2)sE[2N/N+2,2N/N-2)C[1,2N/N-2),beraz,lehen aipatu

den moduan,lim un=u,L (2N/N+2)s d1) -n eta (3 .14) aplikazioa
n'CO

	

2N/N+2jarraia denez gero,lim g(un)=g(u),L .

	

(.Q)-n .

Honelatan - ba,Hdlder-en desberdintza erabiliz :

t4+2 (11

	

M_7
2W42 1 zt

	

y .2 )
vEÑC~I I

	

[9(u.,~ ) 'g(~) jVdx

	

EH'(Q)

	

I9(un} c~(u
) ~

	

J

	

VI
~

SI

	

11

	

1
llvlf=1

	

IIvII=1

	

n

~~ á4 ~1 g(

	

) - ~~u) ~~

	

(-5-2)

-v 0 , n

	

+ao

d 4 konstantea,H 1 ( .Q)-tik L 2N/N-2 (S2)-rainoko injékzioaren

jarraitasunarena delarik .

3 .9 eta 3 .12 .Lemen ondorio bezala,(A) baldin-

tza frogatuta geratzen da,hau da, S~s C 1 (H 1 (11 )) eta bera-

ren diferentziala ondokoa da :

t S£ ( M, ,,>
= J

'7U-Vv dx +F-1 u-vdv' - ú~V dx -~ ~(w)vdx~bu,v~H (S2)
sz

	

r

	

n
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S =T 1 +T 2 lela kontutan izanik .

3 .3 .3 (B) baldintzaren frogapena .

ko segida :
(3 .15)

Biz (u n ) ondokoak betetzen dituen H 1 (12) espazio

3 ¡3,d>,0/(l ~<S£(un)~<d,dnEN .



(3 .16)

	

lim S'(un)=0,(H1(l ))'-n .

eta ikus dezagun,segida honek azpisegida konbergenteak di-

tuela .

2

	

(

	

(
3 .17 .Lema . 3r~>o/I1II U+(a) ,<

	

I 1 Ivvt2 cL +F v2ám-l j v2dx ( VVQ -1 (S2.) .
~r

	

,Z

Frogapena .
2 .45 .Korolarioan ikusitako emaitzari esker :

3 .18 .Oharra .

-55-

a, ~v2ax <
J

¡4v(2cLx
+ ¿ 1 v2 ctx,Vv€H I ( .L) -0

si

	

.n

	

r

- 1 v2dx > --t
[ 1sz

lvvl 2 dx + j vzdT] Vv£ H (.Q) .
si

	

a

	

r
1 <x 1 denez gero, 3s>0/1+ &<~ 1 Honelatan ba,

,>

Iv`vi 2 d +E1v 2dv-l.jv`c(x_~I-1vl Zdx4£¡v2dG- «+b)jv2dx+S1vZ (Ix

I iI4vi 2dx - ( V2 (-r 1+S
1
V2du

	

v2 d. Ir ~ +b v`dx

sz

	

r

	

1\, 1 sz

	

t,

	

Q

í - L S) ( Ivvlzdx +~(r zdq ; +S J v2ax

sz

>, MA ( 1- h_) ,S) ~' Iwl2dx+
1
V2dx =TIM)N (,a)i

	

,vvrw4l)

si

=min ((1-(1+$)/a1 ,~)>0 izanik .j

Erraz froga daiteke,ezen ondoko II-II a erdinor-

ma,H 1 (SZ) espazioko ohizko normarekiko baliokidea den nor-

ma dela :

IIvU

	

1' Ivví 2 áx +61 r
.z
JLT

j

, Vv e N i(S2)

Aztarren aplikazioaren jarraitasuna kontutan iza

nik,nabaria da ondokoa betetzen dela :

3M>0/ Ilvll a < M IIvIIN+t,) , VveH I (S)
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Bestalde,2 .45 .korolarioa kontutan izanik,

Ilv(I Z =
J
1'vvl`ax+ E jv`áq- > `~

1
IvvI

	

+£J v` d-,T }+~ ~v2&x
s~

	

r
2f~w12 Qx + ív~dx 5 m ^ 11v 11 u i (~)

J

	

J

m=min (%,>1 /2) izanik .

Honetaz gain,argi dago II-IIE norma,ondoko biderka-
dura eskalarrari dagokiona dela :

1 VVVTu,x
.+¿ ír, Uj*J-a- / du,\r(¿H1(Z)

n

3 .19 . Teorema .(u n )CH 1 (SI) segidak (3 .15) eta (3 .16) baldin-
tzak betetzen baditu,ondokoak emáten dira :

(i) (u n ) segida bornatua da .
(ii)3(u~) azpisegida konbergentea .

Frogapena .
(i) (3 .15)-etik hauxe dugu :

(3 .20)

	

r IPUni`d X +F fr u~-d~ -~j ut -1 y(un)eX 'Cd,VnEIN-
SL

	

ii

Bestalde,lim S¿(u n )=0 denez gero,

o eiw/ yo >n a , 11 S', (un )H ; 1 "

3 nn o e-Ñ/ Vn > n o 1 j< 51 (u n ) ' 01,‹ lI v IIN ' (AI dvd 1(í-) =D

3n o EItJ/dn ;no

	

(lU_r,~~~~(n~ .

hau da,

(3 .21 ) 9n o c(U/Vn>,n o ) I 1 1Oün.IZd.X-+E J 4Ndg- -1.jJ,al - `y~u„)un &X1,CRUnII
:í?

	

32

	

n

Honelatan óa,(3 .20) eta (3 .21) adierazpenetatik

ondokoa lortzen dugu :

(3 .22)

	

3no6IN/yn>,no 1 ~2 ~~ ¡

	

lVt lz~lxt~Iu~„(1l~-l ñdx~-J~(~(un)-`~Un~~un))
),

	

V

	

-

	

s
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.< d+611un.Il
Bestalde,

~~

	

',e u n 9( kn)~~ X =~ 1((un)-eun 9(u),d.x+ C Cq(un) "6( t~lu ij c1
-f2

	

~xES2/ I kol+J I{ M

	

XE.S2/ I un(x)~> M I

C(~( un)-eu n 9(un)I c~z .< k (M)

lun(x) I <N t

(f 3 ) baldintza kontutan izanik eta k(M) konstantea nahiko

handia aukeratuz .
(3 .22) eta azken desberdintza kontutan izanik

ondokoa dugu :

2 n o el~J/dn ;n , ~ %-®~ j IDun1 Zdx+t1
r
uñd-c--111;,dx1<k(M) +&+® Ilun il

St

	

-n

eta 3 .17 .Leman frogatutakoari esker :

3n0 e J/dnrno, ( %Z -e}r~IÍur~II ,c9) Sk(rO+d+~lluflU(4 )~ )

eta azken desberdintza honek,(u n ) segida bornatua dela

azaltzen digu .
(ii) (u n ) segida H 1 (f)-n bornatua da,beraz,H 1 (f)

erreflexiboá denez gero, (u1) azpisegida ahulki konbergen-

tea existitzen da .

3 .12 .Leman,T2 eragilea trinkoa zela ikusten ge-
nuen,modu berean,arrazonamendu berberari jarraituz,ondokoa

froga daiteke :
1 "F(z)=Jz f(s)d1,VzER,bada,T()=(~F()dx,du€H 1 (S2)

eragilea C klasekoa da H ( .j)-n,beraren diferentziala hau

xe- delarik :

CT 1 (u.),v ,> = ~PtLvi,VA,v€ -l 4 (~~)()_x

Honetaz gain,T' eragilea trinkoa da" .

Honelatan ba,(T'(un)) konbergentea izango da

(H 1 (fl ))' dualean .
Bestalde,

C S 1 lkn),v~ = ( V u'n •V dx -+€ 1 u'nv

	

1
AVdx-

1
c~(t n v d.x

sz

	

r
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(~ u` nVv d- X + E'r u`w d G' -
1
P(J0) V ddx

1

	

1

	

~z

= ( un , v ) , - CT'(un),v> ) Vnc- I J )VvE H I M) .

( •, •)E biderkadura eskalarra,3 .18 .Oharrean aipaturikoa iza

nik .
Honelatan ba,H 1 (S2) espazioan ohizko normarekiko

baliokidea den ¡¡-)l a norma kontsideratzen badugu,SÉ(u~)

eragileetarako ondoko adierazpena izango dugu :

S£(u n' )=u'-T'(u~),(H1(52))-n,dnEN .

Hortaz, l lim u' (H 1 (_Q ) )'-n,lim S' (u' )=0 baita
. r ,0

	

n

	

1

	

n~ao
eta lim T(u n ) existitzen baita .(H (Q ),IIII~) Hilbert-en

napp
espazioa- denez gero, 3 ám u~, (H 1 (S2) ,II IIa)-n eta (I II £ eta

I~ II N +(Q) normak baliokideak direla kontutan izanik,(u~) az-

pisegida H 1 ( .2.)-n konbergentea dela ikusten dugu .

3 .23 .Oharra .
(f 3 ) baldintza izan beharrean,ondoko (f3) baldin

tza izan bagenu,teorema hau frogatu chal izan genukeen,

(f3) F(z),<Q•zf(z),VzaR .

Dena dela,S E ( •) funtzionalak (D) baldintza bete

tzen duela •i kusteko,(f 3 ) baldintzaren beharra izango dugu .

3 .3 .4 (C) baldintzaren frogapena .

Oso erraz ikusten da,S E (O)=0 dela .

g(z)=f(z)-lz da,beraz,g(0)=0 eta lim g(t)/t=0 .
z ltl->0

Beraz,g(z)=o(Iz1),z=0 puntuan .Hortaz,G(z)=
f0

g(s)ds,Vz€R

denez .gero,,G(z)=o(IzI 2 ) izang.o da z=0 puntuan .Honelatan ba,

(3 .24)

	

V¿ -)o 1 3,Í>0/¡ y(a ) e 8 I 21 2,b E>e 21 -Y .

Honetaz gain,3 .8 .Leman ondokoa ikusten zen,
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3 s ~ 11 I N+Z/N-2 ) , K_a , ky > 0/ 16i(a ) j .< k 3#2Í +Vp lZ- 1"') VR- E
-P'

.

Dena dela,ondokoa kontutan izan behar dugu :
s=1 denean,IG(z)I,<k 3 Iz(+k 4 lzI 2 ~<(k 3 +k 4 )IzH+k 4 Lz( r ,Vr>2 .Beraz,
hauxe suposa dezakegu :

(3 .25)

	

3 s€( 1~ N~2/N-2),K3,Ky>o/1 (i()' .<K312)+k4WS41 V,2ER .

Honelatan ba,l 1 =k 3 s s +k 4 konstantea aukeraturik,
honako hau beteko da :

(3 .26)

	

IG(z)I,<1 1 I zI S+l ,VzER/1zI>~ .
(3 .24) eta (3 .26) adierazpenak bildurik ondokoa

dugu :

(3 .27)

	

IG(z) I,<EIzi 2 +1 1 IzI s+l ,VzG R .
Be raz- ,

(3 .28)

	

~ Lfd-x +~~( lWI s+l d.k

¿II kliu,(-Q ) 41 1 12±+I1u. # # N ,
W

~
1

H 1 (S1)-tik L s+1 (fl)-rainoko injekzioa jarraia dela kontutan

izanik,eta 1 .2 jarraitasun-konstantea izanik .

(3 .28) adierazpenetik hauxe dugu :

C-4 tu-) di x
lim	'6
a-• 0

	

II u. l l
u , (sl)

	

N

eta ¿>0 edozein zela kontutan badugu,

lim	=0

hortaz,

(3 .29)

	

~(u)dx~0(II~Il2 ,

	

,u=0 puntuan .
.52 . # (.i2)

Bestalde,3 .17 .Lematik,

E ( u ) _%
f ( Iv i

dx+~lrz dcr-t.¡~Z Ctx -~ Gru) dx

y /2 ~J #Di~t 2dx+~~ruZ dc-!
J

uzdxt-l
1

Ufu? ;,i <J
S2

	

52

	

:2



beraz,

bereziki,

(C) baldintza frogatuta geratzen delarik .

3 .3 .5 (D) baldintzaren frogapena .

.beraz,

-bo-

>211I kIIU, (~) - 11~U(u)dx) ,VudH'(s2) .

Honetaz gain, (3 .29)-tik,

3P>O/ 1(y(bll(,tX),<q~11ua(41(11) ) dt4E~P- yo~

SE (~) >,2 IIuIIÑ,(52)
- 1 J~G(u)~xJ >, . h&itHI (~ ) , dwE3 P -~o}

S

	

L) '- %,~ , d u E S .

(f 5 ) baldintzatik ondokoa lortzen da,

3 q 1 , A 1 5o/Q(2? >, nL I 'a 1 VzGR/ W >A 1 .
.J

Biz A2=j
A,
g(s)ds,orduan,

0

b~>A,, G (~) ¡ A 2 + f 9(s)ds 1A2 +r,1A sds _ A2 +r(,C22 - 2 ]
A,

	

,

beraz,A 3=I2A 2 /I 1 -A1t

	

aukeraturik,

G(z )>O,dz5A 3 .
Bestalde,(f 3 ) baldintzatik,

3 sE[t, N .42/4-z), M>o/ G(R) .9Z9(2) , Vi & : P- .

beraz,A4=max (A 3 ,M) bada,l/gt ;g(t)/G(t),Vt>A4 ,eta z>A 4
bakoitzerako desberdintza hau (A4 ,z) tartean integraturik :

'/6 tog (2/4 4) ,( l09 (~(2)/G(A4)) ,d ;-' >A4 '020

109 (Z/1 )'/o ~< L09 ( G(1)/G(4 )) , Y2>A4 .
a

~% (Al)/ t1 4

	

~í~), d ~A4 .



eta 1/g>2 denez gero,

h.au da,

-61-

hortaz,r~ =G(A 4 )/A4 > 0 aukeraturik,

(3 .30)

	

G(z)>,lt2z1/e ,Vz>A4 .
Biz u=k > 0 funtzio kons.tantea,zeinetarako Ilull H( ,, =1

den .
VR>O, (lRuj~ . ,(n) =R,beraz,3 .3 .4 atalean frogaturikoari

esker

	

~+,

S E (Ru)>O,'VR<f .

Honetaz gain,

(3 .31)

	

S'E (Ru) =%

	

RZKZOLc- L Vk'CL%

	

CI(RK)cLx ~

=
~ Z ~ E &'r

	

¿lx ~ - GiRk) S aX =

ZZkZ

i4=
1
dx>O izanik .

Beraz,R>A4/k denean,(3 .30) desberdintza erabiliz,

S £ (Ru) _ ~3 -Z2
Z

- ~jq U (Rk~ < ~3~2
z - ~ta~Z~~e K .

1im S E (Ru) ~< lim

	

q3~ 2 _r( 4 y~Kye~ = -aC> .
-e -P00

	

R » +co

	

2

hortaz,JR>A4 /k :S E (Ru)<O .
Honelatan ba,honako hau dugu :R<

e
denean,S E (Ru)

)0 eta - Ŕ>A4/k zeinetarako SE(Ru)(O,beraz,S a jarraia denez

gero,3 R 0 ,50/S E (R0 u)=O .

Honelatan ba,je=R 0 keH 1 (11),aOB e /S .(e)=0 .

3 .3 .6 S E funtzionalaren puntu kritikoaren erregulartasuna .

Aurreko ataletan ikusitak"oari esker,S E funtzioa

1 .Kapituluko 1 .25 .Teoremaren baldintzetan dagoela ikusten

dugu .Teorema honen ondorio bezala hauxe dugu,

3 u e H'(-Q) -W /E(S u =o H

	

'-n
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5 (u),v) _ 7uVvd.x+E¡uvdv'

	

v CL x -( q(W) vd.<=0,dv€u'(ci)

beraz,u funtzioa (puntu kritikoa) gure problemaren formu-

lazio bariazionalaren ebazpena da .
Beréziki,d(QED( £I ) , P gainean nulua denez gero,

J uV'P&x -I F(u)~ d.x =0 ~
all

	

~

` VLkV T d.x . j pcu.) y d.x .
SZ

	

St
be raz,

(3 .32)

	

- ,Au=f(u),D'(SL)-n (banaketen zentzuan)

u H 1 (SZ)-n dagoenez gero,Sobolev-en injekzioen bi-
2N/N-2dez,L

	

(41)-n dagoela ikusten dugu eta (f 4 ) baldintza-
N/s(N-2)tik,f(u) L 2

	

( .SL-)-n dagoela lortzen dugu .Honetaz gain,

2N/s(N-2)>2N/N+2 denez gero,f(u)EL 2N/N+2 (f)

Honelatan ba,uGH 1 (jZ) puntu kritikoaren laplaceta-

rra,,& u,L2N/N+2( -Q ) espazioko elementua dela dugu .Hortaz,

2 .23 .Proposizioaren baldintzetan gaude eta bertan ematen den

Green-en formula aplikatuz hauxe lortzen dugu :

- Jnauvdx 44Y,(u .) ;v,>+¿I Vcl.a- = )
F(u)vdx_

52

- ¡ 61ÁVcIx - í ~(u>vdx + )(~(u)+fii¡otu),vy, bvEN'(-12)
-Si n

-

D(J1) espazioa L 2 ( .t )-n dentsoa dénez gero,

j 4uvdx =
1

C(u)va-x, dvEL2(n)
-~

	

-2

bereziki VvEH 1 (SZ),hortaz,

< 61 (-) +6Xo (w) ,V'=O, bveH 1 (112) .

eta H 1 (S¿)-tik H Y, (P)-rainoko aztar-ren aplikazioaren supra-
jektibotasuna kontutan izanik honako hau dugu,

-%
yt ju) +E y o lu-) = 0 / H

	

( r ) -n



Hortaz,S E funtzioaren uEH 1 (S'Z) puntu kritikoak
ondokoak betetzen ditu :

(3 .32)

	

- áu=f(u),D' (f)-n .

. (3 .33)

	

11 (u)+590(u)=0,H-Y2( 1' )-n .

3 .34 .Proposizioa .(3 .32) eta (3 .33) berdintzak betetzen di-

tuen H 1 (f)-ko u funtzio erregularra da,hau da,u6C 2 (, ! )
eta (3 .1)-(3 .2) problemaren ebazpena da .

Frogapena .
u H 1 (n)~n dagoenez gero, '' 0 (u) H / ( r )~n dago,

eta 11 (u) =- ¿á0(u)

	

H-, ( P )-n denez gero, b 1 (u), H / ( r )
espazioko elementua da .

Bestalde, uiH 1 (S~,) r--fl uiL 2N/ (N-2)
(f) . So-

bolev-en injekzioei esker,(f 4 ) baldintza aplikaturik,
2N/s(N-2)f(u)eL

	

(91) dugu .Hortaz,A .D .N .-en emaitzari esker,

u .EW 2, 2N/s (N-2) (SI) .

Berriz ere,Sobolev-en injekzi'oak aplikatuz :

1 . N> 4N/s(N-2) bada,hots, N> 4/S +2

	

orduan :
ur.Lq(n) ,ZN/s(N-2)% 9 c2 N/s(o-2) -4

2 . N=~N/s(-Z) bada,hau da, N= 4/5 +2 ,orduan

ucLq (1-2 ) , ZN/s (N-2) ,l '4 ( +00
3 . 4rJ~s~N_,)>N

	

bada,hau da, N<4/+2

	

orduan :

u ELq (S2 ) , 1 ~<q <+ po .
2 . eta 3,kasuetan,uELq ( ,-Z ) izango dugu q nahiko

handietarako .Bereziki q>N/2 denean .Honelatan ba,A .D .N .-en

emaitza aplikatuz,u6W 2 ' q (S) ),q>N/2 eta Sobolev-en .i-njek-

zioei esker,ucC O 'd (S2 ),0<a<2-(nl//) .

1 .kasuan ostera,hauxe dugu :uEL 2N/s(N-2)-4 (SZ)
2N/s(s(N-2)-4)f(u)GL

	

(S2) eta A .D .N .-en emaitzaren bidez,
ur.W2,2N/S(s(N-2)-4)(n),2N/s(s(N-2)-4)> 2N/s(N-2) delarik .

Beraz,prozesu hau aldi-kopuru finitu batetan errepikatuz,

uEW2'q( ,-, ),q>N/2 lortuko dugu eta Sobolev-en injekzioei

esker,ucC O ' CA (S2),0 « <2-(N/q) .
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3 .35 .Oharra .
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Honetaz gain,f funtzioa lokalki lipschitzearra de
oc

nez gero,f(u)EC 0 ' (l ),0<d<2-(N/q) eta Schauder-en emaitza-
ri esker, uQC 2 ' d (ST), O<d<2-(N/q) , bereziki, ueC 2 (SI) .

Hortaz,- 0 u-f(u) funtzioa jarraia da eta (3 .22)-
tik,

-Du=f(u),n-n-
lortzen da .

uEC2 ( .T) denez gero, ~1 (u)=~~ eta 1 (u)=u,beraz,

(3 .33)-tik,

	

+Eu=O,H - Y2 (

	

) -n .H1/2 (r ) L (r ) -nO dentsoa denez
gero,,'~u+ .u=OUYI,L 2 (r)-n .eta funtzio jarraia denez gero,

~ 15-n

+E u=0, r -n
11-A

3 .4 .-ONDORIO GISA .

Aurreko ataletan zehar (3 .1)-(3 .2) problemarako

ondoko ebazpenen existentzi teorema lortu dugu :

"St G RN ,N33,ireki bornatu erregular konexua
bada,eta f funtzioak 3 .3 .Teoremako (f 1 )-(f 5 ) baldiñtzak be
tetzen baditu,(3 .1)-(3 .2) problemak,ebazpen ez-negatibo

eta ez-nulu erregular bat du gutxienez, 5u EC
2 (Z) ,, .

Argi dago ezen, pun'tu kritikoen emaitzaren bidez

lortu dugun (3 .1)-(.3 .2) problemaren ebázpena ez-nulua dela,
i .25 .Teoremaren bidez lorturiko puntu kritikoak,ez-nuluak

baitira .



4 .KAPITULUA .
MUGAKO BALDINTZA NEUMANN-ENA

DENEKO PROBLEMA ELIPTIKO ERDILINEALEN AZTERKETA .

4 .1 Problemaren planteamendua .

4 .2 Ebazpenen existentzi teorema,
4,3 Mugako baldintza zeiharra dutene

ko problemen ebazpenen konbergen

t z i a z
4 .3 .1 150 kasua .
4 .3 .2 1=0 kasua .

4 .3 .3 1<0 kasua,
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4 . MUGAKO BALDINTZA NEUMANN-ENA DENEKO
PROBLEMA ELIPTIKO ERDILINEALEN AZTERKETA .

4 . 1 . -PROBLEMAREN PLANTEAMENDUA .

Kapitulu honetan, ondoko (4,1)-(4,2) problemaren

azterketa egingo dugu, beraren ebazpenen existentziari bu-

ruzko emaitzak frogatzen saiatuko garelarik :

(4 .1)

	

Qu=f(u), f-n .

(4 .2)

	

"al= 0

	

, r-n ,
(on

Aurreko kapituluan bezala, 11 multzoa R N (N>,3.)

espazioko ireki konexu bornatu erregularra izango da eta

h beraren muga, hau da, r=as-i,
Kapitulu honetán, bi parte bereiztu behar dira .

Lehenengoan, f funtzioaren gaineko baldintzak eza
rriz, ekuazioaren ebazpen erregular ez-negatibo eta ez-nulu

en existentzia frogatuko da, 3 .Kapituluko 3 .3 .Teoremaren
parekoa den teorema baten bidez .

Bigarrenean, (3 .1)-(3 .2) probTemen ebazpenen segi

den konbergentzia aztertuko dugu .Zerorantz jotzen dueneko

(En ) zenbaki erreal positiboen segida bat kontsideratuz,

(uIn)
beraiei

	

dagozkien problema zeiharren ebazpenen segida

bat aukeratuko dugu, beronen konbergentziataz arituko gare-
larik . Ikusiko dugunez, segida hau konbergentea deneko kasu

an, beraren limitea (4 .1)-(4 .2) problemaren ehazpena izango
da . Azkenik, adibide baten bidez, metodo hau erabiliz, oro
har, ezinezkoa dela (4 .1)-(4 .2) problemaren - ebazp'en ez-nulu

ak aurkitzea ikusiko dugu .

4 .2 .-EBAZPENEN EXISTENTZI TEOREMA .
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4 .3 Teorema . f funtzioak errealak ondoko (f 1 )-(f 5 ) bal-
dintzak betetzeh baditu, existitzen da gutxienez, aurreko
(4 .1)-(4 .2) problemaren C 2 (11) klaseko ebazpen ez-nulu
eta ez-negatibo bat .

(f l ) f lokalki lipschitzearra da,

(f 2 ) f(0)=0 eta 1= tim f(t)/t<O,

(f 3 ) 3M)O,®€[0,1/2) / G(z),c'ezg(z), VzER : jzj>M .

~g(z)Ff(z)-lz eta G(z)=J~ g(s)ds direlarik .

(f 4 ) 3s€[1,N+2/N-2), C 1 , C 2>0 / l f(z)1,C C1+C21z1 s,

VZER,

(f 5 ) lim g(s)/s)0 .
s4ap

4 .4 .Oharra .
(f )-(f 5 ) baldintzak 3 .3,Teoreman emandakoak dira,

1
(f 2 ) izan ezik . Dena den, baldintza hau ere, 3,3 .Teorema-

ren (f 2 ) baldintzaren parekoa da, X 1 =O baita laplacetarra

ren lehen autobalioa,mugako baldintza Neumann-ena denean .

4 .5 .Frogapena .

(4 .1)-(4 .2) problema ondoko erara idatz daiteke :

(4 .6)

	

- Au -lu=g(u), fl -n,

(4 .2)

	

"-bu=0,

	

r-n .
rZa

Green-en formulak erabiliz, problema honen formu

lazio bariazionala ondokoa dela ikus daiteke :

"u€H 1 (f,) funtzioak - aurkitzea,zeintzutarako hu-

rrengo berdintza betetzen den :

(4 .7)

	

jVvLVvcL x -ti uvdtx _' y~u)V0,x

	

bvtl~ 1 (f2)~~

Kontsidera dezagun hurrengo funtzionala,

17

(4 .8)

	

S(u)=

	

IQik•I `dx-~~ ádx _ (~tu) &x~ YUteH 1 (~,) .



3 .3 .Teoremaren frogapena pausoz-pauso segituz,

ondoko ondorioak lortzen dira .
Existitzen da S( .) funtzionalaren u¿H 1 ( .Q) puntu

kritiko bat, ondokoa betetzen delarik :

Vv!H 1 (f ), (S' (u),v)=0

hau da,

(4 .9)

	

} D~~Vdx 41 U\¡ dx -
J

y i- k.) V dx =0 YVe I-I'( .SZ) .

Honelatan ba, u puntu kritikoa gure problemaren

formulazio ahul edo bar iazionalaren ebazpena izango da .
Ohizko erregulartasunari buruzko arrazonamenduak

erabiliz, u funtzioa erregularra dela izango dugu, hau da,
uEC 2 (I) eta gure problemaren ebazpena zentzu sendoan,

hots,(4 .1)-(4 .2) problemaren ebazpena .

Ebazpen hau ez-negatiboa aukera daitekeela ikus-
teko, nahikoa izango da 3 .Kapituluko 3 .2 ataleko arrazona-
menduei jarraitzea .

4 .10 .Oharra .
Kontutan izatekoa da ezen,

(4 .11)

	

IluH * =

	

~t 2©u+dX-(,~ U.ckx ~, buEH'(S2 )
r_

	

in
apl i kazioa H 1 (,l)-ko ohi zko

	

normarekiko baliokidea

	

den nor

ma del a, 1C0 baita .

Norma berri hau erabiliz, S(-) funtzionalaren

adierazpena hauxe izango da,

s(u)=1/211u11 *2-J' G(u), VutH 1 (SZ )

Adierazpen hau erabiliz teorema hau frogatzera-

koan, ematen diren zenbait pauso sinpleagoak geratuko li-
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tzaizkiguke .



4 .3 .-MUGAKO BALDINTZA ZEIHARRA DUTEN'EKO PROBLEMEN EBAZPENEN

KONBERGENTZIAZ .

Suposa dezagun f funtzioak 4 .3,Teoremako (f 1 ),
(f 3 ), (f4) eta (f 5 ) baldintzak betetzen dituela eta hone-
taz gain ondokoa ere,

(f2) f(O)=O eta l=lim f(t)/t),0 .
t-~o
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11,0 denez gero, ezinezkoa izango zaigu 4 .3 .Teore

m a k o emaitza frogatzea, zeren eta,kasu honetan, ez bai
ta existitzen ondoko baldintza betetzen duen k)0 konstante

rik,

( 4 .13)

	

p2(u)= f 1vu3'u-t,uzdx >

	

kilu(lú(,,) Vu€H I (S2) .
:2

	

.St

Beste modu batez esanda,

a ( u , v ) = J17a7vdx - 11 wvd,,t

	

, Vu,v6H 1 (l)

forma bilineal simetrikoa ez da koertzibo edo H 1 (n )-elip

tikoa eta ezinezkoa izango zaigu problema bariazionalaren

ebazpenik lortzea .
Oztopo .hau ikusirik, (4 .1)-(4 .2) problema ebaz-

teko, ondoko bideaz pentsa daiteke .

Kontsidera dezagun (E n )cR + O-rantz jotzen duen

zenbaki erreal positiboen segida beherakor bat .
Biz, n€N bakoitzerako, u nEC 2 (I) (3 .1)-(3 .2)

problemaren ebazpena, E.=En den

	

kasurako .
n +QO-rantz doanean, (3 .2) mugako baldintza Neu

mann-en mugako baldintzara jotzen du, .hau da, (4 .2) baldí n

tzara .Beraz, pentsa daiteke ezen, (u n )cC 2 (11 ) segidak,

n +oO-rantz doanean, (4 .1)-(4 .2) problemaren ebázpen bate

tarantz joko duela .Hala ere, ez da posiblea izango .
Posibilita,te hau aztertzerakoan, ondoko hiru

kasuak bereiztuko ditugu .



4 .3 .1 1>0 kasua .

Biz i'l ( F- F-n ) ' E=en deneko mugako bal di ntza zei harra duene-

ko autobalio-problemaren lehen autobalioa .

lim En=0 denez gero, lim \ 1 (6n )=0 da ere . Beraz,

1>0 denez gero,

.3n 0 EN / 1 >\1 ( Ln ) , Vn>,n 0 .

Honelatan ba, n>,n 0 deneko kasuan 3 .3 .Teorema ez

da aplikagarria . Hortaz, ezin dezakegu (u ) problema zeiha
n

rren ebazpenen segída bat aukeratu eta ezinezkoa izango da

lehen aipaturiko metodoari jarraituz,Neumann-en problema-

ren ebazpenik lortzea .

4 .3 .2 1=0 kasua .

1=u denez gero, 1<\1 (& n ), dnEN . Beraz, 3 .3 .Teore

ma aplikagarria da eta ¿=En bakoitzerako, u n problema zeiha

rraren ebazpen ez-negatibo erregular bat dugu .

Kontsidera dezagun (u n ) problema zeiharren ebazpe

nen segida eta suposa dezagun segida hau bornatuta dagoela,

hau da,

3c>0 / !lu n llN1(S2) <C , dnEN .

1H(SI) espazioa erreflexiboa denez gero, existi-

- 7 0 ,



tuko da azpisegida ahu_lki konbergentea . .Dei diezaiogun

azpisegida honi ere (u n ),notazioa errazteko eta biz ueH 1 ( .)

beraren limite ahula .

u n , ¿ =Ln deneko problema zeiharraren ebazpena denez

gero, ondokoa beteko du :

(4 .14)

	

l Vu.nav +¿ uhvd.C= 1 ye4,bv6
n

	

S2

(u n ) u-rantz ahulki konbergentea denez gero, ondo

ko baldintzak betetzen dira :

(4 .15) 'vu"4v &x -	y
(
Dur`9vdx ) Vvck'(CL) .

J2

14 .15)

	

, u,hv í&.1- .	 h a 4-op
~ / u` v d a' 1 b v e

P

	

r

(4 .17)

	

'

	

(un)vd`x	 n~+oo>
1 ILU4vdx j dvP- Sl'(J2)

da .

(4 .15) eta (4 .16) bistakoak dira ,

	

(u n ) segidaren

konbergentzia ahula dela eta . (4 .17) betetzen dela'ikuste-

ko,nahikoa da 3 .12 .Lema aplikatzea .

Honelatan ba, (4 . .14) berdintza , n +oo -rantz doaneko

limitera eramanez, ondokoa betetzen dela ikusten dugu,

(4 .18)

	

jV(vd.x

	

Q=
!

5tu)vD,x ,VvEH 1(S))

Hau da, ucH 1 (.) funtzioa (4 .1)-(4 .2) problemaren ebazpena
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a

Dena dela, lortu dugun ebazpena nulua izan da¡-
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teke eta kasu honetan, emaitza hau ez litzateke interes-

garria izango, nahi ditugun ebazpenak ez-nuluak dira eta .

Beraz, 1=0 deneko kasu honetan ondoko posibili-

tateak ditugu :

(i) (u n ) problema zeiharren ebazpenen segida ez-

bornatua izatea .

(ii) (u n ) bornatua izatea . Kasu honetan, existi-

tzen da Neumann-en problemaren ebazpen batetarantz jotzen

dueneko (u n ) segidaren azpisegida bat, bainan ebazpen hau

nulua izan daiteke .

Hurrengo adibidearen bidez, 1=0 deneko kasu hone-

tan, Neumann-en problemaren ebazpen ez-nuluen existentzia

zihurtezina dela ikusiko dugu .

4 .19 .Adibidea .

Kontsidera dezagun ondoko Neumann-en problema,

(4 .20)

	

- Au=ú 2 ,

	

-n .

lcR 3 ireki konexu bornatu erregularra izanik .

f(z)=z 2 funtzioak 4 .3 .Teoremako ( f , ) , (

	

}

eta (f 5 ) baldintzak betetzen ditu . Bestalde, lim f(t)/t =
f->o

f'(0)=0, hau da, 1=0 .

Suposa dezagun, e,zen (4 .20)-(4 .21) problemak ebaz

pen ez-nulu bat duela uEC 2 (?T) .



-73-

- Du=u 2 denez gero, .u (x ),,',0 i zango da, Vx..Q.
Beraz, maximoaren printzipioa aplikatuz ondoko bi posibili
tateak izango ditugu :

(i) u=k funtzio konstantea izatea .

Kasu honetan, Au=0 izango litzateke eta (4 .20)

ekuazioa betetzeko, u funtzioa nulua izan beherko litzate-
ke .

(ii) u( x» i

	

u(s) , Vxssz .
Biz i 06 P u funtzioak minimoa erdiesten dueneko

puntu bat . Maximoaren printzipio sendoak dioenez, puntu
honetan, deribatu normala nulua izango litzateke, (4 .21)

baldintzaren kontra doalarik .
Beraz, kasu bietan absurdua lortu dugu, eta hala

beharrez, (4 .20)-(4 .21) problemaren ebazpen bakarra nulua

izango da .
Hortaz, 1=0 denez eta (u n ) problema zeiharren

ebazpenen segida bat dugunez gero, segida hau ez-bornatua
izango da edo bornatua izatekotan, beraren azpisegida ahul-

ki konberg.enteen limiteak nuluak izango dira .

4 .3 .3	<0 kasua .

1<0 deneko kasu honetan ? 4 .3 .Teorema aplikagarria
da eta (4 .1)-( .4 .2) problemak ebazpen ez-negatibo erregular

bat du gutxienez .

Honetaz gainera,Ec(o,1) bakoitzerako ere, existi-

tzen da problema z.eihaŕraren ebazpen ez-negatibo eta erre-
gular bat .

4 .22 .Lema . (u,),E problema zeiharren ebazpenen familia
bornatuta dago H 1 (Sl)

	

espazioan . .

Frogapena .
3 .3 .Teorema dela eta,E €(0,1) bakoitzerako bada-

kigu problema zeiharraren ebazpen bat u, existitzen dela .

Ebazpen hau, ikusten genuenez, S . funtzionalaren puntu kri-



tikoa da .

l kus dezagun (S£)EE~o,~) funtzi onal en fami l iak zei n-

tzu baldintza betetzen dituen .

S E (u)=1/2

>,1/2 I
hüi"ZQz,(r

(k~dx1 • GL``)QX

1
C u u¡?,

	

Í J
ytu)4-X15. C

5
N u,IiÑ;~,,~) ,Vue H 1 (f ) /

l ull q, ke(Oké-

e nahiko txikia izanik, 11(tu)l=o( Hul(2w,. I ) baita u=0

puntuan .

	

-~

Besta I de, 3 . icapi tul uko 3 . 3 . 5 ataleko u=ktH 1 (11) funtzio

konstantea aukeraturik, ondokoa dugu :

S E (Ru)= 22 ~~~ dr-Ziax - y~+2K)~ctx

1

	

l
-9

	

si

`<' 2K 2

	

df1 - t~ i i - (~( k) f (kV
2 _

	

r

	

::'2

	

I

	

~n

< k~~
-k Z2 e

)
V-e> Au/k

beraz, 1/9 2 dela kontutan izanik, ondokoa dugu :

3R 0eR / Ver-(0,1), e (O,R 0 ) : S, (RE u)=0 .

Mendilepoaren teoreman ikusten zenez, ondoko

P. multzoa aukeraturik, b E u F- ebazpenari zegokion bailo

kritikoa ondokoa zen,
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a

('~= ~hr.C([O,1I:, H 1 (fl)) / h(0)=0 eta h(1)=

=R k=e
F-

	

E .I

b,=inf max S,(u)
hE

Pf-
Lk c ~(O,fl

Bistakoa denez, b6 ),at>O, VVFE(0,1) eta bestalde,



h : [O
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1 ---- % H 1 (n )
S	> h(s)=R 0 sk

funtzio jarraia kontsideratuz, ondokoa dugu :

b E= inf max Sc (u) ; inf max S 1 (u),<max S 1 (u)=(~
hEre UEh[J,1]J

	

he rE kchcoj]

	

urh[07]

Hortaz, (u £o) ,E,familiak ondokoak betetzen ditu :

(4 .23)

	

O :d~ SE (u E ); S 1 (u6 ),CA .

(4 .24)

	

S~(uc)=O,HEE(0,1) .

Honelatan ba, 3 .Kapituluko 3 .19 .Teoremako arrazo
namendu berberari jarraituz, (u E ) familia bornatuta dagoe-

la lortzen da H 1 (C) espazioa n .

Bestalde, H 1 (SI) espazioan ohizko normarekiko ba-
liokidea den ondoko norma kontsideratuz, S~(u.) eragilearen

adierázpena ondokoa izango da :

IIull * = (
~iv

	

-
LWI

	

du t~ H
1 (~)

S~(uE)=u£+Fi%(uE)-T(u,)_

	

V€ (0,1)

H 1 (f)-tik (H 1 (S2» ' -erainoko T eragilea trinkoa delarik,

(T(u),v)= j~g(u)vdx, du,v€H l (S2) .

(u .) bornatua denez gero, (J0 (u ,, )) ere bornatua

izango da . Honetaz gai . .nera, T trinkoa denez gero, existi-

tuko da (T(un))'(T(u6) .) familiatik ateratako segida kon-

bergente bat, eta (u n ) segidak ondokoak beteko ditu :

lim u =lim T(u ),
n- ,, .o n n-.o

	

n
1 (jj )- n .
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lim EY (u )=o baita, ('o (u d )) bornatuta baitago .
£io

Honetaz gain, erraz ikus daitekeenez, (u n ) segi-
daren limitea ez da nulua, zeren eta nulua izango balitz,

S~R (u n ) =1/2

	

11,vaal2-

	

ja + ~ni u.~cL~lI - J ~1~nldx
52

	

r

	

1 -.S~

{

.< C' It~r tÑ4, ) ) ~n>ho

SE(u£)>,al> O,'EE(0,1) izatearen kontra doalarik .

4 .3 .2 atalean eginiko arrazonamenduei esker, segi

da honen l i mi tea , Neumann-en probl erraren ebazpena dela daki gu .

Beraz, 1<0 deneko kasu honetan, (,u,) problema zeiharren ebaz

penen familia bornatuta dago eta azpisegida konbergente bat

du, zeinaren limitea ez-nulua

	

eta Neumann-en problemaren

ebazpena den .
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