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SARRERA.

Fuler-.ek,1.752. urtean, beraren "Principles of
the motion of fluids" argitarapenean, potentzialaren ekua
zioa azaltzen du lehen aldiz.

Azterturiko fluidoa konprimaezina zela kontsi
deratuz eta fluidoaren puntu baten abiadura, S funtzio ba
ten VS gradiente bektorearen bidez adi€raz zitekeela supo
satuz, S funtzioak ondoko ekuazioa betetzen zuela ikusi
zuen:

(1) 3s + D5 + 3 -0,
WMz Dyt a?

Ezaguna denez, (1) ekuazioa "Potentzialaren
edo Laplace-ren ekuazioa" da.

Halaber, XVIII. mendean, aplace-k, gorputz ba
tek beste gorputz puntual batetan eragiten zuen erakarpen
grabitatorioaren problema aztertzerakoan, potentzialaren
-ekuazioa lortu zuen. ,

1.813. urtean, Poisson-ek, aurreko mendean La
placek esandakoari zuzenketa bat egin zion.Poisson-ek iku-
si zuen moduan, (1) ekuazioak, masa puntuala masa eragile-
tik kanpo zegoeneko kasuan balio zuen soilik, masa puntuala
masa eragilearen barnean zegoenean, ondoko Poisson-en ekua
zioa lortzen zelarik:

(2) ‘ ’QZM + 3+ Ay =-4Tp,
ox2  @y? ‘9z?
P> masa eragilearen dentsitatea zela kontsideratuz.

Hauek dira hain zuzen, potentzialaren ekuazio
aren eta ekuazio eliptikoen lehen urratsak.

‘Tkusten denez, berriz ere, Fisikak bere proble
metarako ereduak sortzerakoan, ekuazio matematikoetara jo_
tzen du. - '

Honelatan ba, Matematikaren atal nagusienetari

ko bat sortzen da: DERIBATU PARTZIALETAKO EKUAZIQAK
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(D.P.E.). »

XVIIT. mendetik aurrerantzean, D.P.E.-n mundu
honetan aritu izan dira zenbait matematikari ospetsu.Batzu
aipatzeagatik, hor ditugu, Poisson, Green, Riemann, Neu-
mann,etab., Potentzialaren Teorjaren barnean.

Dena dela, 'gaur egun, Teoria Klasikoa nolabait
atzean utziz, Teoria Moderno batetaz hitzegin dajteke, Ana
lisi Funtzionala eta Metodo Topologikoak beraren oinarria
direlarik gehien bat. .

D.P.E.-n artean, Ekuazio E]iptiko Ez-Tinealen
eremuak, Schauder eta Leray-ren lehen lTanen ondoren, mende
honetake hirugarren hamarkadatik aurrerantzean 1zug§rrizko
garapena izan du .

~ Ekuazio E1iptiko Ez-Tinealen arteko atal bat,
Ekuazio Eliptiko Erdilinealena da. Arlo honetan, ondoko
problemak aztertzen dira esatebaterako:

-Au=f(x,u), Sl-n.

(3)
u=0, dAL-n.
f)sRN jrekia izanik eta f(x,z) emaniko funtzioa.

Aipa ditzagun problema hauek ebazteko erabil-
tzen diren metodorik garrantsitsuenak:

(i) Monotoni Metodoa. :

(ii) Metodo Topologikoak (Schauder-en puntu
fixuaren teorema, Leray-Schauder-en Graduaren Teoria, etab )

(iii) Metodo Bar1az1ona1ak

Metodo Bariazionalen artean, Puntu Kritikoen
Metodoen bultzatzailerik handiena P.H.Rabinowitz dugu.

Gu, lan honetan, Rabinowitz-en (14 ) argitara-
peneko metodoari jarraitu gatzaizkio, berau egokituz, zen-
bajt problema aztertzen saiatu garelarik.

Esan behar da, halaber, problema hauek azter-
tzea 0so interesgarria dela, zeren eta Fisika Teorikoaren
eta Mekanika Kuantikoaren problemak modelizatzean agertzen
baitira. Hortaz, oso garrantzitsua da berauen ebazpenen
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existentzia eta unizitateari buruzko emaitzak ezagutzea
eta beraien propietateetaz jabetzea, adibidez, zein espa-
ziotan kokatzen diren ezagutuz. ‘

Gure lan honen helburua, Neumann-en ondoko
Problema Eliptiko Erdilineala aztertzea da,aipaturiko Rabi
nowitz-en metodoa egokituz:

- Au=f(u), -n.
(4)
du=0, d35)-n.
dn

IlcRN (N33) ireki bornatu konexu eta erregularra izanik.

Metodo honi jarraituz, problema hau ebaztea
ezinezkoa aurkitu dugun kasuetan, mugako baldintza zeiharra
duten (5) problemen ebazpenen segida konbergenteen bidez,
(4) problemaren ebazpenak lortzen saiatu gara,

J -Au=f(u), L -n.
(5)
\ ’;%#+Eu=0, D) -n.

Aukeratu dugun problema Neumann-ena izan da,
Dirichlet-ena ebatzita bait zegoen metodo hau segituz.

Problema honen ebazpenen existentziari buruz-
ko emaitzak frogatzean, Ij?lf(ty%.baﬁoari laplacetarraren’
lehen autobalioarekin zerikusia duen baldintzak inposatu
beharrean aurkitu gara. Hortaz, autobalio honetarako karak-
terizazioak ematen sajatu gara, bai mugako baldintza zei-
harra deneko kasuan, bai Neumann-ena denekoan.

Lan honetan azterturiko problemetan agertzen
den eragile diferentzial eliptikoa laplacetarra dasdena
dela, hemen lortzen diren emaitzak, edozein eragile elip-
tikotarako heda daitezke.

Ikus dezagun azkenik, lanaren kapituluetako
banaketa zein den, eta kapitulu bakoitzaren edukina.

(i) 0.Kapituluan, Tanean zehar erabjliko.diren
notazio eta oinarrizko kbntzeptu eta emaitzak ajpatzen dira
( Sobolev-en Espazioak, Sobolev-en injekzioak, Gree-en For-
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mulak,etab.).

(ii) 1.Kapituluan, Rabinowitz-en (14 ) lanari
oso hurbiletik jarraituz, hurrengo kapituluetan zehar behar
jzango diren puntu kritikoei buruzko emaitzak azaltzen di-
ra, "mendilepoaren teorema" hain zuzen ere.

(iii) 2.Kapituluaren lehen atalean,Teoria Es-
pektral orokorrari buruzko emaitza ezagunak azaltzen ditugu.
Bigarrenean, gure problemei dagozkien autobalio-problemak
aztertzen ditugu, hots, ondoko biak:

- j 'AU=XU, Q"n.
(7)
1 du+Eu=0,d5 L-n.
n
- Au=du, N-n.

(8)

=0, 0N -n.

on
Bertan,problema hauen lehen autobalioetarako karakterizazio
0so erabilgarriak lortzen dira.

(iv) 3.Kapituluan,Rabinowitz-en metodoa ego-
kituz, (5) problemarako, ebazpenen existentzi teorema bat
ematen da, f funtzioak zenbait baldintza betetzen dituenean,
uch(ff) ebazpen ez-negatibo eta ez-nulu bat gutxienez exis
titzen dela frogatuz.

(v) Azken Kapituluan, 4.ean hain zuzen, Neu-
mann-en (4) problema aztertzen dugu. Lehen atalean, 3.Kapi
tuluko existentzi teoremaren parekoa den emaitza bat froga
tzen da.Bigarrenean, teorema honek baliorik ez dueneko ka-
suetan, (5) problemen ebazpenen segiden bidez, (4) proble-
maren ebazpenak lortzen saiatzen gara, oro har, ezinezkoa
dela ikusiz. Azkenik, adibide baten bidez, egoera hau argi
tzen da. ' ’
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O. NOTAZIOAK. OINARRIZKO KONTZEPTUAK ETA EMATTZAK.

0.1.-NOTAZIOAK,

(E,N-) espazio bektorial normaduna izango da eta
E' beraren duala.
P)O eta x€E direnean, x zentruko eta P erradioko

bola.irekia, honela adieraziko dugu:
By (x)=8B(x, >={ E / lix- {.
p (x,p)=1ve Ix - ylicp
ostera,esfera hauxe i1zango da:
‘Sf(x)=8(x,f)=gy€E / Abe-yli=pl .

Bira TgE' eta u€kE. T funtzioralaren u puntuaren
gaimeko irudia, honela idatziko dugu: {T,u).

UCE irekia denean eta peN, Cp(U,R) U-tik R-raino
ko cP klaseko funtzioen bidez osoturiko espazioa izango da.

¢eC1(U,R) eta ueU badira, ¢'(u) @ funtzioaren u
puntuango diferentziala izango da.

KCE eta $0 direnean, NS(K) K multzoaren i erra-

dioko ingurunea izango da, hots,
NSLK>={yeE / d(y,K):ﬂy-ku<6}

d(y,K)=ly=Kjl,y puntutik K multzorainoko .distantzia izanik.

x=(x1,...,xn) ikurraren bidez, RN espazioko
edozein elementu adieraziko dugu. Bestalde,d:wir.,dN) NN_
ko multiindizea izango da, beraren gradua ld|=dy+~-'+dN
izango delarik.

n e@,Z,...,N\ bada, n-garren deribatu partzial

eragilea, %;_ ikurraren bidez adieraziko dugu. Modu berean,
Xn
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o
&eNN denean, CL_ lad| ordeneko ondoko eragile diferentziala
(Yt

izango da,

N
Ak DR ATy
Oro har, f)CRN ireki bornatu erregular eta kone-
xua i1zango da, beraren muga,‘ﬂ=@52 izango delarik.
£ ireki erregularra denean, r RN—ko barietate

erregularra izango da. n ikurraren bidez, M-ren kanpo-nor-
mal unitarioa adieraziko dugu, d@ " barietateango gainazal

—neurria izango delarik.
$Y-n definituriko funtzio erregular baten deriba

tu normala, hots, ﬁ funtziocaren n bektore normalaren direk-
izango da. Honelatan ba,

zioango deribatu direkzionala,??é
Jn

N
238 -Vag.n = 2% n;
%%-VQ n *.Z % i

v=1

Vﬂ:(%;ﬂ,..-, %(%) Q( funtziocaren gradiente bektorea izanik
) _

N
ularrak direnean, Vg -Vl

e ta n=(n1,... N
g eta¥ funtzioak erreg

beraien gradienteen arteko biderkadura eskalarrd izango da,

hau da, N 3
| =y 0 p
VgV Z@%'ﬂ

{4

. 1

'/aé 2 'é .

( O: gradien te bek torearen modulua.
X{

Ohizko notazioari jarrdituz;laplacetar eragilea

' N
eta 1V@l= |

t=1

A ikurraren bidez adieraziko dugu.Honelatan,\P erregularra

denean,
A\f:‘g(az{? :(D_ﬂf.(_ +/J_2_(g
~ '@Xl

0.2.-ZENBAIT ESPAZIO FUNTZIONAL.

irekia izanik, D(S2), $§1-n definituriko C®

SchN



klaseko eta euskarri trinkodun funtzioen multzoa izango da.
Bestalde, D'(f)) banaketen espazioa izango da.

meN .denean, Cm(Sl), ) -n definituriko C™ klaseko
funtzio errealen multzoa izango da.

Bestalde,

(0.1) cm(ﬁ>={uecm(ﬂ) / D*u bornatua eta uniformeki ja-
rraia,V{d(gm}.

. . ‘ H
Banach-en espazioa da,dagokion ondoko normaz,

(0.2) Hull cp,=, = su sop I Du
C™3) " ocidem xe_’i)?_ | el
Biz Xd0,1). Defini dezagun ondoko espazioa:
(0.3) cm'k(?i>=\uecm(37> / k>0 10%u(x)=C*uly) | gkix=y| ,

V!o(l{m,Vx,yeQX.

N — :
cm (£)) ere Banach-en espazioa da hurrengo normaz hornitu
rik:

(0.4) Hullam> sl =+ SU <q | Buy)l
. Cm/ (i) Cm(SZ) OSI;IP\(m XVYGEZ' 'x-\/I)*

Honetaz gain,
- (0.5) Cé(51)=ku€QJ(SZ) / o%u bornatua,V|&|$J}

espazioa ere Banach-ena da ondoko normarekin:

Hullsi, oy = Mmax  sup [ Duml -
() oslals| et

Bestalde,ondoko partekotasunak jarraitasunez ema-

ten dira:

N . .
™ (Fnec™ STec™ (N5 clecd ()
Kontutan izan beharko dugu baita ere, $1 bornatua

denean ondoko injekzioak egiazkoak eta jarraiak direla:



cé(ﬂ)a_p(n), V jeN, Vpe[t,+@].
Ostera,oro har, alderantzizkoak ez dira ematen.

0.3.-SOBOLEV-EN "ESPAZIOAK.

0.3.1 Definizioa.

Bira p€[L+®] eta meN.

W™ P () sobolev-en espazioa honela definitzen da:
(0.6) wm’p(.ﬂ.)=l|ueD'(Q):D“ueLp(n>,Vld~[sm].

Berari dagokion norma hauxe da:

P rd
(0.7) W ‘*”Wm‘?(_w_) 2"“""’~on§1\<,,,“ ‘*"L?(n) °<M<m|:[g_!b l] , Ispco
eta
o
(0.8) Ilwllwm,wo(ﬂ) = o?l:rsm i D U’“L’*’(.SZ)

1{p<¢+® deneko kasuan, hurrengo norma, aurrean defi

nitutakoarekin baliokidea da:

s Y
(0.9) llullwm‘?(ﬂ) = {ogé.m D) “”L?(SZ)} P

Erraz froga daiteke (Wm’p(fl),|fl|m p) Banach-en
espazioa dela.

m=0 deneko kasuan, Wo’p(f1)=Lp(f2), etalrno o
n-n BGD' |

p=2 deneko kasuan, Wm’z(fl) Hilbert-en espazioa da.
Kasu honetan,\Sobolev—en espazioa honela adieraziko dugu:
W™ 2= ().

Argi dago,ezen D(S£1)-ko elementu guztiak,wm’p(fl)—
koak direla ,VmeN,pe[1,+aﬂ .D(f)-ren Wm’p(fl) espazioko
topologiarekiko itxidura Wg’p(fl) izango da.Bereziki, p=2
denean, Hg(fl)



Bestalde, 1¢p(+@ deneko kasuan, c (31 w™ P L)

espazioan dentsoa dela froga daiteke.
' Honetaz gain, argi dago,ezen ‘Vue(Lz(fl))N, Hj(fl)
25 baita, Viel\ .,N((.

Beraz, ueH1(fl) bada, beraren gradlentearen norma ondokoa

19wl 2 [j lwl] [Zf (mﬂ

Hurrengo desberdintza betetzen dela bistakoa da:

-ko edozein elementutarako, ‘Dm el

izango da,

\-

“ v u'"('L"

: (Q))N il UL"H"(SI)

0.3.2 Sobolev-en injekzioak.

Biz SICRN ireki bornatu erregularra. Hurrengo in-
jekzioak, jarraiak‘izateaz gain trinkoak dira.Berauek, Sobo
lev—en injekzioetaz ezagutzen dira:
(0.10) mp¢N bada,

WP () e w9, 1¢qiNp/N-mp.
(0.11) mp=N bada,

Wt P () e wl A, 1¢actm.
(0.12) mpdN bada:

WP ) e—— el
{0.13) - mpdN3(m-1)p denean,

wit™mP(N) e CJ’>(SI), O<X¢m=(N/p) .

Honetaz gain, mp¢N deneko kasuan,‘WJ+m’p(f1)—tik
wd (L) -rainoko injekzioa jarraia da, g=Np/(N-mp) izanik.



0.3.3 Aztarren—-teorema.

Sobolev—-en espazioen definizioa orokorragoa egin
daiteke, Wm’p(fl) eta Lp(fl) espazioen arteko zenbait espa
zio definituz.

Bira se(0,1) eta peE1;HD] . w2'P() sobolev-en

espazioa honela definitzen da:

(0.14) ws’p(n)ﬂuap(n) / |u(x)-um|:¢(x P t
A P L]

dagokion norma ondokoa izango delarik:

(0.15)  Hullgo=Nullp ) +he, ')l’L?gﬂ‘ﬂ)

Honetaz gain, se€R, s>1 bada,; s=m+f, meN eta

Ce(0,1) izanik,

(0.16) ws’p(ﬂ)=Kuewm’p(ﬂ) / D“uewf’pm),‘dloxl:m}.

Modu hohetan, seR+ eta pe[1fﬂn]. edozeintzutara-
ko, Ws’p(fl),Sobolev-en espazioa definituta'dugu.

Lehen aipatu dugun moduan,fl ireki erregularra
denean, ", beraren muga, barietate erregularra da, d<
gainazal-neurria definituta izango dugularik. Hortaz,
barietateangé karta lokalak erabiliz, wS P espazioak
defini daitezke T bornatué denean, bereziki, {1 bornatua
deneko kasuan.

Lan honetan zehar beharrezkoa izango dugun azta-

rren-teoriako emaitza, ondokoa da.

0.17.Proposizioa. f) ireki bornatu erregularra bada, exis=-

titzen da,

H1(ﬂ) —_ Hyz(\")

¥

OZ

aztarren eragile lineal jarrai suprajektiboa.



-
ueC (f)) deneko kasuan, YO
u funtzioaren I mugarako murrizpena.

1
Xo(u)éHé(fﬁ) elementuari, ueH1(fQ) elementuaren

(u)=u[ da, hau da,

aztarrena deitzen zaio.
Bestalde, lﬂ_:HVZ( M) — H () eragile lineal
jarrai bat defini daiteke, zeinetarakozxool:ﬂv)=v,VveH%([").
' Honetaz gain, HZ(I”)—tik LZ()“)—rainoko injekzioa
Jarraia izateaz gain trinkoa da eta HZ(F_) dentsoa da LZ(P)
espazioan.

Erraz froga daiteke bestalde, ¥ . aplikazioaren

0
nukleoa Hg(fl) espazioa dela. Hau da, Hg(£1)=aueH1dlh/%ﬁu)

=01.
} .

'izanik, erraz froga daiteke, ondoko aplikazioa norma dela
%
H

eragileak betetzen dituen baldintzak kontutan

([P)-n eta karta lokalen bidez definiturikoarekin balio-

kidea dela,

: IIVIIH%“.,)= wiean(sz) i) w"u’(ﬂ)
Yol W)=V )

Bestalde, kontutan izan beharko da,ezen HA(T“)

__1
espaziocaren duala H A(P) dela.

0.3.4 Green—-en Formulak.

Erabilera handikoak izango direnez gero, ondoko
Green-en bi formulak azalduko ditugu, nahiz eta berauen

frogapenik ez eman.

0.18.Proposizioa. Ondoko Green-en bi formulak betetzen di

ra:
(a) u,v€H1(fZ) badira, orduan:

(0.19) ‘ f (.D_U;_.Vd,x:—j w@_\'__cxx.ijwn(df, =4, N
S QXL Q OYL N

n., n kanpo-normalaren i-garren koordenatua izanik.
(b) Bira ueHZ(fl) eta veHj(fD, orduan:



(0.20) -J Auvax:fIVuvvax-J Qv da
gy P on

Kontutan izan behar da, ezen (0.19) formulako
IP uvn, dC mugako integralak zentzua izan dezan, IF eta
U aztarrenak L2(I )-koak izan behar dutela, beraz, u eta
v funtzioek H (£1) espaziokoak izan behar dute. Modu berean,
(0.20) formulako S”ﬁu v dg mugako integralak zentzua izan
dezan, (Du derlbatz %6Pmalak H (T‘ ~-koa izan beharko du,

w
hau da, "l_ H (1) -koa ,Vleg ,...,N& edo baliokidea dena,

LeHZ (L)

0.271.0harra. Atal honetako erreferentzia zabalagoak izateko,

ikus (1) eta ( 5).

0.4.-LANEAN ZEHAR ERABILITAKO LABURPENAK.

Pseudogradientea = .  ..... et e e P.G.
Hurrenez hurren it erens H.H.
Adibidez e s ADB.
Ia nonnahi e ettt I.N.
Konstantea e KTEA.
Palais-Smale e e et P.S.

AgmonLDougfis—Niremberg I TP A.D.N.



1.KAPITULUA.
PUNTU KRITIKOEIL
BURUZKO EMAITZAK.

1.1 Pseudogradiente pbektorea.
Pseudogradiente bektoreen
eremua.

1.2 Deformazio-Teorema.

1.3 Puntu kritikoeil buruzko

emaitzak.
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1.PUNTU KRITIKOEI BURUZKO EMAITZAK.

Sarreran aipatu dugun moduan, kapitulu honetan
agertzen diren emaitzak P.H.Rabinowitz-en (14) argitara-

venetik ateratakoak dira.

1.1.-PSEUDOGRADIENTE BEKTOREA. PSEUDOGRADIENTE BEKTOREEN
EREMUA.

Bira (E,(!:H) Banach-en espazioa, UeE irekia
eta f€C1(u,R).

E espazioko eta E' beraren dualeko normak ez
ditugu bereiztuko. Biak !l:|| ikurrarekin adieraziko ditu

gu.

1.1.Definizioca. veE bektorea f funtziorako eta ue€eU puntu

ango pseudogradiente (p.g.) bektorea dela esango dugu,

ondoko baldintzak betetzen direnean:

(1.2) Hviigallfr (u) !l

(1.3) . B <?'(u){v>2§?F'(u)H2

Oro har, p.g. bektorea ez da bakarra izango.
uelU puntuango eta f funtziorako p.g. bektoreen konbina-
zio lineal konbexuak, u puntuango eta f funtziorako p.g.

bektoreak dira.

1.4.0Definizioa. Biz E={ueu:f'(u)¢0}.'g—tik E-rainoko v(+)

funtzioa, f funtziorako eta E gaineko v.g. béktoreen ere-

mua dela esango dugu, baldin v(+) lokalki lipschitzearra

bada eta v(x) f funtziorako eta x puntuango p.g. bektorea
Wek .

1.5.Lema. Biz feC1(E,R). Existitzen da v(-), f funtziora
ko eta E gaineko p.g. bektoreen eremua.
f funtzioa bikoitia deneko kasuan, v(») funtzi

oa bakoitia aukera daiteke.
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Frogapena.
Biz ueE. Biz, halaber, weE zeinetarako [{wl|=1
eta {F'(u),w»>2/3F'(u)ll diren.

Kontsidera dezagun ondoko z bektorea:
(1.6) Cz=3/2|F (u)llw

Hurrengo (1.7) eta (1.8) adierazpenak bete-
tzen direnez gero, z u puntuango eta f funtziorako p.g.

bektorea da:

(1.7) Hzil=3/2f" (u)y <2 (url]
(1.8) f'iu),z =3/2Hf'(u)H(f’(u),w>>Hf'<u)H2
f'(-) funtzio diferentziala Jarraia da, beraz,

(1.7) eta (1.8) desberdintza hauek hertsiak direnez gero,
z bektorea u puntuareﬁ Nu ingurune baten edozein puntutan
go v.g9. bektorea izango da.

{N }ueE inguruneen familia, E-ren estalkia da,
beraz, existituko da TV } birfinketa lokalki finitu
bat. lel

Biz iel. Kontsidera dezagun pi(x), X puntutik
Nu. ingurunearen osagarrirainoko distant;ia neurtzen du-

enlaplikazioa, hots,

=1 x=N®
pi(x) Jx‘NuiH
< (+) funtzioa lipschitzearra da eta N mul-

tzoaren osagarrlan zero balioa hartzen du.

Kontsidera ditzagun ondoko funtzioak:

Pib)

B“,): = 2V leT
Pilx
Jel
N } estalkia lokalki finitua denez gero,
xeE edozeinetéréﬁg 233 batura finitua da. Beraz,
€1 J
ﬁj(‘) funtzioa ondo definituta dago.

Azkenik, biz hurrengo funtzioa:

x)~z:z (x)

el
zi'bektorea, u=u. bektoreari (1.6) adierazpenean dagokio

na izanik.

v(«) funtzioa lokalki lipschitzearra da eta xeE
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edozein puntutarako, v(x) x puntuango eta f funtziorako
P.g. bektorea da, beraz, v(.) f funtziorako eta E gaine
ko p.g. bektoreen eremua da.

f funtzioa bikoitia deneko kasuan, f'(.) bera

ren funtzio diferentziala bakoitia izango da, hortaz,
VI(x)=%(v(x)=v(=-x)), VYxeE

funtzioa p.g. bektoreen eremua izango da, eta honetaz

gain, bakoitia4

1.2.-DEFORMAZIO-TEOREMA.

1.9.Definizioca. Biz F¢C1(E,R). ueE puntua f funtzioaren

puntu kritikca da, baldin f'(u)=0 bada.

Bestalde,CsR f funtzioaren balio kritikoa dela

esango dugu, baldin f—1(c) multzoak puntu kritikoren bat
barnetzen badu..

Biz beR. Kontsidera ditzagun ondoko multzoak:

Ab=€er / f(x){b\.

Kb=ﬂer / T(x)=b eta f'(x)=o}.

Argi dago, Kb multzoa b balioari dagozkion pun

tu kritikoena dela, beraz, b balio kritikoca ez denean,
Kb=¢

1.10.Definizica. f funtziocoak Palais-Smale-ren (P.S.) bal

dintza betetzen duela'esango dugu, baldin, lf(un)| bor-

natua eta (f’(un))——4 0 baldintzak betetzen dituen E-ren

edozein (un) segidak, azpisegida konbergente bat badu.
Baldintza hau, VA >0, fyd>0 (h.h. f{-d<0) esku
aldean betetzen denean, f funtzioak (P.s.) " (h.h. (P.S.)

baldintza betetzen duela esango dugu.

1.11.Teorema.(Deformazio-Teorema)
Biz feC (E,R) (P.S.) baldintza betetzen duen
funtzio bat. Biz ceR. N¢E KC multzoaren ingurunea bada,

existitzen dira Q(t,x)=qr(x)£<3( (0,1] xE, E)

)
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eta E>€>O konstanteak zeintzutarako:

1.Q“n:x/Ver.
2. 0,0z %, Vxe '] P‘j[c~€,c+“£] lo , ¥re (o, 7.

w

.er@ﬁlnbg-)funtzioa E-tik E-rainoko homeomor

fismoa da.

- F(e) s P, Ve (0,41, ¥xe E.
. qj (Aa_&'N)C Ac-¢ -

N

(6]}

()]

kc=¢ bada , Qj(ﬁue)cAC45~

7.f bikoitia denean,ch) bakoitia da.

Frogapena. :
&j£¢ deneko kasuan frogatuko dugu,ﬁ;=¢ dene
koa errazagoa da.

f funtzioak (P.S.) baldintza betetzen duenez
gero,KC multzoko edozein segidak azpisegida konbergente

bat izango du,beraz,KC trinkoa da.Honelatan ba,

35>9/ M3 = NY (Ke) eN.

' Beraz,teorémaren 5. ondorioa ‘frogatu beharre-

an,ondokoa frogatuko dugu:

(1.12) Ny (Acee "MT ) e Acg -

,. Bestélde,badaude b,€>0 konsﬁanteak zeintzu-
tarako: ‘
(1.13) POy b, Yxe Acug - Acg - M,

Honela izango ez balitz,(&n),(bn)cR eta (Xn)

segida batzu existituko lirateke,zeintzutarako:

Lim €a = Lm by =0 ) l\P'an)ll < ‘30, VneN .

N-®+dD NS ¢D
xn € Acigy ~Ac-gy - MF/@ ) Yoe N
Honelatan ba,(P.S.) baldintza betetzen denez

gero,(xn)—k azpisegida konbergente bat izango zuen,bera-

ren xgbE limiteak ondokoak beteko zituelarik:
. \ . ,
x¢ My, F(9=cn F=0 gp x¢ Mg « xeke

,hortaz,kontraesan bat izango genuen,KECMgé baita.
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Bereziki,z konstanteak ondokoa betetzen due-

la suposa daiteke:

- 2
(1.14) o<6<min(%§)%)§-)
Biz €e(9,E).Bira:

A=‘ler/ P9y e+ v Foo se€ “

eta
B= { er/c—esCu)sue}

Argi dago,AnB=¢ dela.

Biz hurrengo funtzioa:

Q)= x-A [ x-Al+lix]™

‘'g(+) funtzioa lokalki lipschitzearra da.
0¢qed eta A-n g=0 da,B-n g=1 delarik.

Modu berean,g funtzio lokalki lipschitzear
bat defini daiteke,Os'Ejsi)H&B*\ §:O eta [E—M&ql-m §=i
izanik.

Kontsidera dezagun bestalde)R+ multzoan defi-
nituriko ondoko funtzio erreala:

‘1 . 0sssl. | ;
_h(s)= l

S] ) g5+
h(-) funtzioa lokalki lipschitzearra da.

Honetaz gain,1.5. lemari esker,existitzen da v()

T funtziorako p.g. bektoreen eremua(bakoitia,f bikoitia

denean).

Biz azkenik:

Vix) = -'ﬁtx)'ta_(x)h (HV(x)n‘) v(x), VxeE .

V(-) lokalki lipschitzearra da eta QHNVNSLV%E'

Kontsidera dezagun hurrengo ekuazio diferen-
tziala: ' ‘

[ 4=V

(1.15)

l Q(O’X): X .

xeE edozeinetarako, (1.15) ekuaziocak ebazpen
maximal bakarra izango du,berau, (-0 ,+® ) tartean defini-

tuta egongo delarik,V(-) funtzioa bornatua baita.
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Beraz,q&ﬁdzq%ﬁx) funtzio jarraiaJoi]xE-tik
E-rainoko funtziotzat jo daiteke,hots,

1020 k) e C o 41xE E).

Ikus dezagun Q(~,') funtzioak 1.etik 7.erai-
noko ondorioak betetzen dituela.

Hasierako baldintzak kontutan izanik, 1. ondo-
rica bistakoa da.

A multzoan g=0 da;beraz,V=0 izango da,honen
ondorioz 2. lortzen delarik.

(1.15) ekuazioa autonomoa denez gero,
r\h(Q&Z(x)) = r“ﬁtz(x) / V{,,iz eR, Yxek.

Beraz,y (nya)=q,ix)=x, ¥xeE Viepa] €t N,0) E-tik E-rainoko hg
meomorfismoa da,Vtel[o]].

f bikoitia denean,V bakoitia denez gero,qt(-)
ere bakoitia ‘izango da,beraz,7. beteko da.

Bestalde,

~N

(1.16) ﬁp(q*myz - (14 0) (A 0) h (VL0000 ) <?‘(mo<‘>), V(097
g -3(q¥(x>) g(qJ,_gx;) h(Mvin00)) | Pl('l{,tx))ﬂzgo

v(<) p.g. bektoreen eremua dela kontutan izanik.
Azkenik,(1.12) betetzen dela frogatzea gera-
tzen zaigu.
Biz,xeA "My .xeA  bada,?. ondorioari ezker,

hauxe dugu:

fip,(x)) Fix)<e-¢

beraz, q1(x)eAc_&

Kontsidera dezagun bada, xeY=Ac, -A . -M§

eta froga dezagun, Q1(x) Ac—a multzoko elementua dela.

AC_g -n g=0 denez gero,V=0 izango da.Hortaz,
n(,x) orbita ezin izango da AC—E multzoan sartu.Honela-
tan ba,

0sFg,00) =F(n ) s2€ | Vhe(o,4].

“hau daqagHzpmku» bada,

(1.17) OSJX(O)-*xU')SZEI Vjtetolﬂ'
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tefo, 1] nahiko txikia denean,fs(x)eZ,Vse[0,t}
.Beraz,qs(x)eE eta g(Ng(x))=T(ns! x))_1,\{se[o,t]
(1.16) adierazpena eta W«yld)-dy(0)= S f‘”ﬂﬁﬁ)

dela kontutan izanik,ondokoa izango dugu:

_ t
(1.18) Zﬂzdxw)-d;ﬁ)=‘f gip(ﬁshﬂds
0

‘t- iV,
= L h (I (s et) <F(qsw), vin o) ds
{ I L .
Y L h{llv(nst)l) Hﬁ(qs(,,)”z ds ((1.3) erabiliz)

t ) |
zbj h(\\v{qs(x))m WFiaem)ll ds  (C1.13) )

Q

t
g

o

h([lviswl]) [vinsw)l| s (C1-20 )

2 811 [ (vasel) vinse dsl = & [ Vi uapes]

%%“J'giq.(*)dsw %—\Q{“"qdﬂl‘=%%HQdﬂ'*H

beraz, Ilchﬁ X{l 4 gé.
Honelatan ba;Q(l,x) orbita ezin da Mééinguru—
nean sartu.Honexegatik,qs(x) puntu bat Z-tik kanpo gera
dadin A¢-g Multzoan sartu beharko da eta Se[p 1] batetara
ko Qg(x)eA ¢ badugu, Ni(x)ehc.o ere izango dugu 4. ondori

oari efker.Hortaz,teorema hau burutzeko nahikoa izango du

gu ondokoa frogatzea:

356[0,1] /qsw) ¢z

Suposa dezagun,Vte[O,1],qf(x)eZ dugula.Dakigu

nez,
(1.19) C%:(xk%) = (g eait) PR )%, Vel 4], xey

lh“ﬂ#*»‘hfi denean,h(“v(qe(x))ﬂ)=1 da,beraz,
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i A’ 2 ~
(.20 Al Pyl b

‘[\U(qg\x))i\\,i denean,h(\\v(f{{,(x))H)=HV[‘!L(X))”-1 da,
hortaz,
(1.21) G ) =B 1y (q 00 <1

v ot © A4

Honelatan ba,

1.22) g:. < - 1 2 <=
( a{_'ier) &-min (b ) 1/4) JVte(c, 1) xel

Azken adierazpen hau (0,1) tartean integratu-
rik,
(1.23) min(hﬂi@)gdxuﬂ-dy\1)625_

beraz, min(b2,1/4ﬁ<2E(1.14) hautapenaren kontra doalarik.l

1.24.0harrak.

(i) ¢d0(h.h.cg0) deneko kasuan,teorema hau
frogatzeko,nahikoa izango litzateke f funtzioak (P.S.)+

(h.h.(P.S.) ) baldintza betetzea.

b
Aurreko deformazio-teoremaren frogapenean V

(ii) Biz A, = |xeE /Fraybl , VeeR.

funtzioaren ordez =V hartu izan bagenu,ondoko emaitza lor

tu genukeen:

" B?L({,x)eC([O,l]xE,E) eta E3&S0 ,zeintzu
tarako,1.11 teoremako 1.,2.,3. eta 7. ondorioak betetzen

diren eta hauetaz gain ondokoak ere:

41 F((x))3F(x) ¥te[0,1],¥xeE.

Mgy -~

51 Ny (Reg ~NIcAc,g -
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6! K.=¢ denean, n(A. ¢ )CAcyg -

1.3.-PUNTU KRITIKOEI BURUZKO EMAITZAK.

. i '
1.25.Teorema.Biz heC(E,R).Suposa dezagun h funtzioak ondo

ko baldintzak betetzen dituela:

(hy) h(0Y=0 eta Jp 30 / h>O0 B?-l‘o‘ multzoan
eta hyd SF—n.

(h,) aeeE-HOk / he)=0.

(h.) (P.s.)V paldintza.

3
Bira F=S3€C([0,1],E)/§(o):om a(i):e} funtzio-

en multzoa eta b= inf max h(u)
3ei“ u.echO,ﬂ
Hau horrela izanik,b zenbaki erreala h fun-
tziocaren balio kritikoa da eta berari dagozkion puntu kri

tikoak ez-nuluak dira.

‘Frogapena. :
h(e)=Ovda,beraz,h(x))O,Vxe[Be—‘O” denez gero,
eeB? , hau da,ﬂe“;e.

Hortaz,g(0)=0 eta g(1)=e direnez gero,Y¥gel',
3@A103t4:¢ .Bizvugeg[o,1]ﬂse,P—ko edozein g-tarako.

(h,) baldintza dela eta,h(ug)z«,VgeP.Hortaz,
“?‘3%‘);,3] (W ;hm%) 3L, V'cjef‘ = b.cj\eﬂgurz\%?o‘nmw) > > 0.

Beraz,b ez-nulua denez gero,balio kritikoa 1i-
zango balitz,berari dagozkion puntu kritikoak ez-nuluak
izango lirateke.

Suposa deéagun b zenbakia balio kritikoa ez

dela.h funtzioari 1.11 teorema aplikatuz eta beraren 6.



-20-

ondorica erabiliz,ondokoa dugu:

3qjeC(E'E) /QJ(A‘-"*f-) C’Ab‘& '

Kontutan izan behar dugu,bestalde, & eta &
zenbaki positiboak,b baino txikiagoak aukera daitezkeela.
b= inf max h(u) denez gero,3gel/ max h(u)g
gel™ we zj\:O'.‘l] ueﬂ(o‘ﬂ
b+e.Honetaz gain,1.1 teoremako 2. ondorioari esker,N;(0)=0
eta fly(e)=e direla dugu.

Honelatan ba,
qi(g(o))= q50)=0.

13 (g(T))=q,(e)=e.

Beraz f:qlog funtzioa |' multzokoa da eta

halabeharrez
| b& max h(u).
ueflod]
Ostera,qiog[p,1]=f[p,1]C'h(Ab*£)CAL-& dugunez

gero,

b-£&€3> max h(u)

ueflo,1]

kontraesan batetara heltzen garelarik.l

Puntu kritikoei buruzko emaitza hau '"Mendile-
poaren teorema'" edo '"Zeladura-puntuaren teorema'" izenen

bidez ezagutzen da.



2.KAPITULUA,
LAPLACETARRAREN FUNTZIO
ETA BALIO PROPIO LINEALAK,

2.1 Definizio eta emaitza ofokorrak.
2.2 Mugako baldintza zeiharra deneko
laplacetarraren funtzio eta balio
bropio linealak.
2.2.1 Problemaren planteamendua.
Formulazié bariazionala.
2.2.2 Aztarren—-teorema.
2.2.3 Formulazio sendoa.

2.2.4 x1
terizazioa.

lehen autobalioaren karai

2.3 Mugako baldintza Neumann-ena dene-
ko laplacetarraren funtzio eta ba-
lio propio linealak.

2.4 Osagarriak.

-21-
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2.LAPLACETARRAREN FUNTZIO ETA BALIO PROPIO LINEALAK.

5. 4.~ DEFINIZIO ETA EMAITZA OROKORRAK.

Atal honetan,teoria espektral orokorrari buruz
ko emaitzak emango ditugu.Frogapenak ez ditugu egingo.Be

rauek aurkitzeko ikus (15 ).

Kontsidera ditzagun:

(i) V eta H ondoko baldintzak betetzen dituz-
ten R-gaineko Hilbert-en espazioak:
(2.1) VeH,injekzioa jarraia da.
(2.2) V dentsoa da H espazioan.

' (-,+) H espazioko biderkadura eskalarra izango
da eta |-| berari dagokion norma.Bestalde,ll'l} V espazio-
ko norma izango da.

(2.1) adierazpenaren ondorio bezala,ondokoa du
gu:
(2.3) Jc>o/ | vigeliviy,Yvev. ‘

(ii) a(-,*) V espazioan definituriko forma bi-

lineal jarraia.

Aztertukce dugun probiema'éspektral orokorra
hauxe ilzango da:

"NeR balioak aurkitzea zeintzutarako ondoko
(2.4) baldintza betetzen duten uev-L0} elementuak existi
tzen diren: .
(2.4) alu,v)=Xu,v),¥Yvev."

2.5.Definizica.X\eR eta ueV—RO} aurreko problemaren ebaz-

penak direnean,\ balio propioca edo autobalioa dela esango

dugu eta u elementua, A\ balio propioari dagokion elementu

propioca edo autoelementua.

2.6.Definizioca.a(-, ') forma bilineala V-eliptikoa edo ko
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ertziboa da,baldin ondoko baldintze betetzen bada:
(2.7) Ja>0/ a(u,u))&HuHZ,VueV.

2.8.Teorema.Suposa dezagun V-tik H-rainoko injekzioa ja-
rraia dela eta a(.,.) forma bilineal simetriko jarraia
V-eliptikoa dela.

Hauek honela izanik,V espazioaren dimentsioa
infinitua bada,(2.4) problema espektralaren balio pro:f‘
piocoak positiboak izango dira eta +@-ratz jotzen duen(\n)

segida gorakor bat osotuko dute,
O‘>1§xig"i5>ﬂs"'

Bestaide,existituko da H eépazioaren oinarri
ortonormala osotzen duten bektore propioen segida bat
(Wn).Beraz,

a(u,w )=X(u,w ) ¥Yuev,VneN.

Honetaz gain,()iewn) segidak V espazicaren eta

a(e«,¢) biderkadura eskalarrarekiko oinarri ortonormala

osotuko du.

2.9.0harra.Autobalio hauei buruzko estimazioak aurkitzeko,
ikus ( 6).Teoria espektral orokorrari buruzko emaitzak,

{ 7) liburuan aurki daitezke baita ere.

2.8.teoremaren ondorio bezala,x1 lehen autoba-

liorako ondoko karakterizazioa lortzen da:

(2.10) )1= min a(v,v)/lvl2
veV-{ol

2.11.Adibidea.Biz 2cR" ,ny2, ireki bornatu erregularra.Kon

tsidera dezagun ondoko problema:

(2.12) . -Au=Xu, 2 -n.

o

(2.13) u=0, 082 -n.
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Problema honen formulazio bariazionala eta erre
gulartasunari buruzko emaitzak erabiliz,2.8.teoremari es-
ker,ondokoa froga daiteke:

"Existitzen da (Xn) autobalio positiboen segida
gorakor bat,eta LZLQJ espazioko oinarri ortonormala oso-
tzen duen (un)cCZLﬁ) autobalioen segidé.\1 lehen autoba-

liorako ondoko karakterizazioa izango dugu:

. - j | Yul2dx
(2.14) : )\ = min -*ﬁ——-j;———.
weH-yol Lzhkﬁdx

Bestalde,k1—i dagozkion autofuntzioek zeinu ba

karra dute Q-n."

2.15.0harra.Suposa dezagun a(-,*) forma bilineal simetri
ko jarraia V-eliptikoa ez dela,baina ondoko baldintza be
tetzen duela: . '
(2.16)* ED WYY a(u,u)+)\(u,u)),ouu|Z,Vuev.

Kontsidera dezagun,&(u,v)=alu,v)+X(u,v),Vu,veV
forma bilineal Simetriko V-eliptikoa.

Honelatén ba;2.8.teoremako baldinfzak ematen
badira,existituko da fié) autobalio positiboen segida go
rakor bat,eta (wn) H espazioko oinarri ortonormala oso-

tzen duen autobektoreen segidé.Hots,‘
Z(w_,v)=N (wn,v),\/ve\/,VHEN D

a(w ,V)=(§n—))(wn”v)vaeV,VneN.

Biz \n=,n—>theNi(>n) +®-rantz jotzen duen
a(+,+) formarekiko autobalioen segida gorakorra izango
da,eta (wn) H espazicko oinarri ortonormala osotzen duen
autoelementuen segida.’

Honetéz gain, a(u,u)zO,VuéM denean,)n autoba-

lioak ez-negatiboak izango dira.



-25-

2.2.-MUGAKO BALDINTZA ZEIHARRA DENEKO LAPLACETARRAREN
FUNTZIO ETA BALIO PROPIO LINEALAK.

2.2.1 Problemaren planteamendua.Formulazio Pbariazionala.

Biz QerV N32,ireki bornatu erregularra, I' =30
delarik.Biz €>0.

Kontsidera dezagun ondoko problema:

"MNeR balioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko

bi berdintzak betetzen dituen u funtzio ez-nulua existi-

tzen den: .

(2.17) ~Au=>wu, L) -n.

(2.18) Qu+Eu=0,M=n."
on

Ikus dezagun lehenik,problema honen formulazio
bariazionala:

Bira (2.17) eta (2.18) berdintzak betetzen di-
tuzten XeR eta uéHZKQ);VeH1KY) bada,Green-en formula a-
plikatuz,

—I Auydx:IVqudx-] %&vd@=IVqu¢x+£Iuv¢¢
2 I p " ‘o SR I

(2.18) mugako baldintza kontutan badugu.Bestalde,
-JAuvdx:\ wV dx

K93

Honelatan ba,formulazio bariazionala hauxe izango da:
"\¢R balioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko

(2.19) berdintza betetzen duen ueH1LQ) existitzen den:

(2.19) Ivumvdx+eIuv¢¢:)juvdx,VveHdu2)“
o r Q

2.20.Proposizioa.(2.19) problemaren autobalioak positibo

ak dira eta +0Q-rantz jotzen duen segida gorakor bat oso

tzen dute,
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N R A S T R

Honetaz gain,badago (un)cH1UD LZ(Q) espazioko

oinarri ortonormala osotzen duen autofuntzioen segida bat.

Frogapena.

O.kapituluko Sobolev-en injekzioei esker daki-
gunez,H1LD)—tik LZLD)—PainoKo injekzioa trinkoa da.
. Kontsidera dezagun ondoko forma bilineal sime-
trikoa:
s a(u,v)= IQVQchtx +£L_‘wv¢<r , VulveH‘CSl).

a(*,*) ez da Hjﬁl)—eliptikoa,baina.X)OAbada,
G (w,v) = a(u,v) +Xj Wv dx, Vu‘veH’c_D_)A
ST

forma bilineal simetrikoa koertziboa da,hortaz,2.15 oha-
rreko baldintzetan gaude.

Honelatan ba,existitzen da (Xn) +0Q ~rantz

jotzen duen (2.19) problemaren autobalioezegegida.Hone—
taz gain,a(-,+) forma bilineala positiboa da,beraz,)n>o,
Vne(ﬂ.

DakigunezJVneN,auneH1LQ)—HO& zeinetarako:

gVuan‘ A x +£$ uv da= Xn S WaV ch/Vve Hi)
N

< n
bereziki; |
I IV ug) 2o +£[ w5 o= an uﬁ dx ,
Kok P ‘9
un;éo denez gero, U% #0 eta -
| Vual®dx + & |, s de
(2.21) X = LQ L’ 50

n 2
ug dx
J ud
zeren eta,>~n=0 izango balitz, Squﬂ“dx =0 izango litza-
: 49)

teke,hortaz,unsktea.Bestalde, I uﬁdﬁéo,beraz,yn(un)=o,
r
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honelatan ba, un=0.

Honetaz gain, 2.8.Teoremaren ondorio modura, (un)
cHl(Sl) autofuntzioz osoturiko Lz(fl) espazioko oinarri or-
tonormala existitzen dela badakigE;J

Kontsidera dezagun problema espektral honi dagok1—
on ondoko "Rayleigh-en zatidura®

_alv,v)_ J:anul dx+€fud.u i
R(v) =20 vt , Yverl(n) fo}.
Honen arauera, (2.21) adierazpena honela idatz

daiteke,
R(un)=>\n, Y neN
bereziki,
R(ul)?xl.
Biz vsHl(Sl)-go}.Aurreko teoreman lorturikoari
esker,

©
g(o(n)CP\ / v=n§10(n u

n
ondokoak izango ditugularik,

© -
lv|2= Ivzdx=2:d2
nA n

eta A 2 .
. = :d\
(un,v) Lﬁu"de 0
Honelatan ba,
R(v)= a(v,v) _ a (2 datn, v) =Z°‘na(un,v)
‘lvl’l ‘Zdnz Zo(r{"
_Zolm\'\.(umV) - Z-)‘ﬂ"“‘; \
2dn? 2af 771
Hortaz, )1 lehen autobaliorako ondoko karakterizg :
zioa dugu:
I IV\deHeI Zds
xl_mL%U‘n , ,F
we 2
wd 0 Llud,x

" Kapitulu honetako 2.2.4 atalean, X, lehen autbbaTig

1
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aren prob]ema)beste'ikuspegi batetatik aztertuko dugu. Ka-
rakterizazio berbera lortuko dugu, dena den, han egingo di
ren arrazonamenduak, aurrekoekin zeharo desberdinak izango

dira.

Kontsidera dezagun )n autobalio bat eta uneH1Kl)

un#O,berari dagokion autofuntzica.Honako hau betetzen dute,

\
"(Vuvadx+£fuwv¢¢:)n{unvdx,VveH(QY
S N 'Q
Bereziki,PeD(Q)) bada, Y nulua izango da [ gaine
an,hau da,xo(?)=0,eta ondokoa beteko da:

I V‘Ln'vkéd.x= Xn[ '\Ln\?ch , V‘?&E(&)
S Q

hau da,

(2.22) —[Sunzxnun,[)'dl)—n (banaketen zentzuan).

Honelatan ba,uneHjtﬂ) autofuntzioen laplaéeta—

rra ere Hqu) espazioko elementua da.

i
I
i

2.2.2 Aztarren—-teorema.

N

2.23.Proposizioa. (i) Biz LR ,N33,ireki bornatu erregula

rra.Biz,halaber,pe[ZN/N+2,+o5].Kontsidera dezégun ondoko
funtzioen multzoa:
E= {ueH1 )/ AueLp(ﬂ)} .
Hauek honela izanik,existitzen da x1 E-tik
H—%(P)-rainoko eragile lineal jarraia,zeinak ondokoa bete-

tzen duen,

¥ (u)= du,Yuec®( ).
mn
Bestalde,bndoko Green-en formula betetzen da:

(2.24 j Au-vdx 4 j Vugvdx =< 8w, 5D, YueE vehlQ)
49] 0
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(ii)N=2 deneko kasuan,emaitza berbera lortzen
da ¥pe(1,+m] .

Frogapena.

Biz Mwllg=Mull o) +laulpn)  erraz froga daite- -
keenez,n‘HE aplikazioa norma da E espazio bektorialean,eta
(EJLHE) Banach-en espazioa da.

Halaber,karta lokalak erabiliz,D(L) )=Cc®(3T)
(E,UW%) espazioan dentsoa dela froga daiteke,hau da,

@) F=k.
- 1
Biz ueC®(Q) eta ikus dezagun du-k H A(P) espa

_ - » -
zioko elementu bat definitzen duela,hau da,HA(P) espazioa-

ren dualeko elementua dela.
1
Biz veHé(F).GPeen—en formula aplikatuz ondokoa

lortzen da:

{ W .vdr: J Auw dx +fVu-VwcLs<,VweH1(S2)/Xo(W)=v.
" Oa 0 ln '

Bereziki,w={Q(v) aukeratzen badugu,

J Wy oLa‘:J Bu- lg(v)dx +I Vu.V(lg(v)) dx
" on A9} fo)
Honelatan ba,

l[ ’b_‘_*.vdcr < lAu.e_‘QLV) dx
r 52

n

+ ' I V-V (lgv) dx
£1
¢ lanll gy Hgy et 1178z oM 19 LgV) “[L’(m]“

SHawllRgy <€ Il Lgw gy + 1 gy M wilygy

zeren eta N eta p. enuntziatuaren baldintzetan badaude,
Hjﬁl)—tik LP ©Q)-rainoko injekzioa jarraia da p', p-ren
kon jokatua izanik.

Beraz,ondokoa frogatu dugu:

| jp'%%vm' < max (1, ¢)ll L“M“H'csz) wll .
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baina O.kapituluan ikusten genuen moduan,
. R
3¢, /Mg ill gy < CIVILE L Wek )
beraz,
qu .
‘ gr‘ ﬁVMl < Mmax (i,ﬁ)cj '"V“HV?(F) “\L”E

' Honelatan ba,VueD(ﬁ),:%g H_é(P) espazioko ele-
n
mentua da eta ondokoa betetzen da:

12t € me )¢, g

Hortaz,%%_ aplikazio lineal jarraia,dentsita-
tez,E espazio osoan definituriko K} aplikazio lineal ja-

rrai batetara heda daiteke,
%
X|3E'—’H (r).

Tkus dezagun azkenik,Green—-en formula betetzen
1
% .
dela.Biz ue€E eta veH”(I").Kontsidera dezagun (un)cDCﬁﬁ zei-
nak u-rantz jotzen duen E espazioan.Hortaz,¥1(-) funtzioa-

ren definizioaz,¥,(u)= lim O _up .Beraz,
N> /n

oL u = L ’ Ao v 4T =
<), vd -nglg < gur V> R A

= Llim %(Aumwdxijuvaax}:
Nes00 -] I a

( Amwdx+SVwVW¢X,VWGHkﬂ%/YdWVW-I
Q -la
2.25.0harra. ueCZ(?Z denean,ueE da eta kasu honetan ere,
X, (u Eu ,0S0 erraz froga daltekeenez
ueC C57 eta VEH (2) direnean Green-en formula

aplikagarria da,beraz,

5 Ak-vdx+ Vqu¢x:g W v da
2 o} p ot
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eta (2.24) berdintza kontutan izanik,X%(u):%g dela dugu.
) n

2.2.3 Formulazio sendoa.

2.2 atalean ikusten genuenez,
[ Vug Vv dx + Eg woV 4T :Xngun-v dx VnelN V\/qu(.O.)
Q . r } !
e
eta honen ondorio modura,

- Aun=>\nun‘,VneN D' (L) -n

beraz,kasu honetan 2.23uproposizioa aplikagarria da eta

Green-en formula erabiliz ondokoa dugu:
L}
"! Aupvdx +< ¥, W) vy +EI - VAE = )n{ Unv dx, Vve H(Q).
0. r n
Bestalde,D“l)lf%fD—n dentsoa denez gero,

‘S A\Lan.X =>n]‘;\)~nv Cb( ,‘V VGLT(IZ)
‘o lo |

bereziki,VveH1U7).

Honelatan ba,
!
Y, V> +E < glug), VD=0, Vve H'cs2)
hau da,

: Y
<Yy lg) W + € < Vglug , wd =0, YweH ()
-hots,

M(un)+£XO(un)=o’ HOR O

Hortaz,gure )n autobalioak eta U, autofuntzioak

ondokoa betetzen dute:
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] -Qu =X u ,D' ()=
- _o Lk
1X1(un)+£xo(un)—O,H (CY-n
Ikus dezagun azkenik,un autofuntzioak erregula-
rrak direla eta honen arauera,aurreko berdintzak nonnahi ema

ten direla.

2.26.Proposizioa. v, autofuntzioak erregularrak dira,hau

da,CZGB espaziokoak,

Frogapena.

-Funtzio propicen erregulartasuna frdgatzeko,ondoko
emaitzak erabiliko ditugu:
(i)Sobolev-en injekziocak(ikus O.kapitulua).
(ii)Agmon=-Douglis-Niremberg-en (A.D.N.) emaitzak
(ikus (2 )).
(iii)Schauder-en emaitzak(ikus (g )).
ueH1(Q) aurreko problemaren autofuntzioca bada,on-

dokoak betetzen.ditu:

- Aus )u D'(Q .
+6¥ 2(r')-n.
u funtzioa Hl(fl)-n dagoenez, Xo(u) H%(f‘)-n dago
beraz, --a( ere Hy(r‘) -n dago. '

Besta]de, )u L (S) -n dago, berdz, A.utL ()
Honelatan ba, A.D.N.-ren emaitza aplikatzeko baldintzetan

gaude eta u Hz(fl)-n dagoela dugu.

Sobolev-en injekzioak aplikatuz ondokoa lortzen
da,

uelL? (), 2¢q€2N/N=-4,N>4 denean.

ueLqLQ),1gqg+oo,Ng4 denean.
"A.D.N.-ren emaitza berriz aplikaturik ondokoa lor

tzen da,
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ueW®’ (), 289 ¢2N/N-4 ,N>4.
ueWZ‘qGQ),15qg+a3,N54.
Prozesu hau,edozein N-tarako,aldi-kopuru finitu
batetan errepikatuz,uewz’q(ﬁﬂ,q)N/Z lortzen da.Beraz,Sobo-

lev—-en injekzioeil esker,

uec® (), ocd < 2- N/g -

eta Schauder-en emaitza erablllz,uec2 ddﬁ),oet(Z—M@,berezi—

ki,uecz(ﬁ).l

Hortaz, —Lku —)u =0,D'(QQ)-n denez gero,eta ugczdlh

—-Aun—3hun funtzioa jarraia da eta-—Aun—\ u.JDSQ -n.

="Jun '
Bestalde,¥1(un) A eta Xb( )= ,beraz,

M+£&n:0 H-Jé(r')’
In

/

hau da,

f@sn¢a¢+£suﬁva¢:e VveH%(P)
pon r ’

eta Hé(P) espazioa LZ(F)—n dentsoa denez gero,

qun+£un—0 i.n. ¥f-n

0+ EWq ’funtzioa ["-n jarraia dela kontutan badu-

I=

eta Q

:

o
2>

gu,

‘w0 Leuy=0 P-n.
an +E&uq )

Honelatan ba,ondoko teorema frogatuta geratzen da.

2.27.Teorema. (2.17)-(2.18) problemaren autobalioak positi-
boak dira,eta +0 -rantz jotzén duen segida gorakor bat oso-
tzen dute, .
| o<>‘$>S~“~S\n5

el
o

Bestalde,autobalioel dagozkien autofuntzioak
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érregularrak dira,hots,C2d35"espaziokoak,eta uneczdi) auto-
funtzioen bidez osoturiko (un) LZCQ) espazioko oinarri orto

normala existitzen da.

2.2.4 X4 lehen autobalioaren karakterizazioa.

(2.21) adierazpenean ikusten genuenez,u_ autofun-

tzioak eta')\n balio propiocak ondoko berdintza betetzen dute:

Vuol’d e[ 2 A0
fnl n' X+ Fun
Llu%dx

Iglvgﬁdx+£hufd¢

f u? o
i)

Ikus dezagun or*ain,x1 lehen autobalioa nola karai

‘>n:

) VioeN

bereziki,

N

teriza daitekeen modu eroso batean.

Kontsidera dezagun ondoko zenbaki erreala,

we H'ES)

(2.28) p= inf f\wlza“e( Zdat.
2 (a
Argi dagoenez,P;O.
Plantea dezagun ondoko problema:
”uéH1GQ) funtzioak aurkitzea,zeintzutarako honako

hau betetzen den:

2 2
(2.29) » = | 1y ax+es o do
, =k p AT

I wodx=1 izanik."
2

2.30.Teorema. (2.29) problemak ebazpén bat du gUtxienez,hoi

taz, M zenbakiak ondokoa' betetzen du:

(2.31) : M= min Wulzdx ¢£s e ‘
_ weH(Q) . r ’

Hu“LZ(SL):1

Frogapena.
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M zenbakiaren (2.28) definizioaz ondockoa dakigu:

d (UO)CI.""(SZ‘)/}L: e &L)Vutﬂzdx +EI

0 -=400 r

Wa ass

wWhdx=1 izanik,¥neN.
s '(un) segida H1LQ) espazioan bornatua da eta H1K2)
espazioa erréflexiboa denezgero,(ua) azpisegida ahulki kon-
bergente bat existituko da.Biz ueH' () ,azpisegida honen 1li-
mite ahula. ' _

H1(Q)—tik L2d2)—rainoko injekzioa trinkoa denez
gero,(ua) segida u-rantz sendoki konbergentea izango da LZGQ)
espazioan.

Bestalde,(fo(u'))CH%(P) aztarren-segida ahulki
konbergentea izango da H*(I")-n eta HZ(P)—tik L2(M-rainoko
injékzioa trinkoa denez gero,(xo(u;)) sendoki konbergentea
izango da LZ(F)—n)beraren limitea Xo(u) delarik.

Honelatan ba,(ué)CH1tﬂ) segidak ondokoak betetzen

ditu:
(2.32) M= Lim “lvwn12¢x+e]' u‘,?ow}, [u‘nzdx=i,VneN.
0-~» +00 KV4 , r ‘a
(2.33) u' —su HWQQ),H1(£2L—ren'topologia ahularekiko.
n
2
(2.34) ur'1—-u,L Q) -n.
(2.35) Yo Cu) =¥ (), L5 (M) -n.
(2.34) adierazpenetik ondokoa dugu:
(2.36) Ju:ld,x: lim [u‘.nd_x =1
n N>+ /6]
eta (2.35)-tik,
(2.37) f wde = MM I uf de.
n n>+00 I
Bestalde,
JlVIzdx:H1UQ)————~ R/
2 u ’leuﬁix
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funtzioca,behetik erdijarraia da de))—ren topologia ahula-

rekiko,hortaz,

(2.38) J JVw[“dx ¢ Llim inf‘IquMde
2 09}

N - +00

(2.33) adierazpena kontutan izanik.
(2.36),(2.37) eta (2.38) azken emaitza hauek bil

durik,ondokoa dugu:
t
we H (£2) I Wdx =1
Q
eta

J Ivul® dx + efu&u glim inf“ | Via)®dx +£I uﬁd,w} Sy
0 n ne+wo (/02 r

Beraz, M zenbakiaren definiziocaz
?

P:leuFdx+€5uﬂu‘) Juﬁdxzﬁ
9] n Q

hortaz,

in 2 2
IRBNAT o UQ'W' . fefp“ M} f

Hwii2q)

2.39.Korolarioa.)Lzenbakia positiboa da,hau daJL)O.

Frogapena.

Suposa dezagun¢a=o dela.Hau honela izanik,exis-

tituko da ueH1CQ) zeinetarako

I\ﬁdx:i J\Vuﬁdx+£ju?dm =0
19} . ) 'Q r

diren. : _
2

Hortaz, ‘Inlvl).ldx=0 ,beraz,u=ktea.Bestalde,

J u}d¢=0,beraz,Xo(u)=O.Honelatan ba,u=0, Llu}dx=1 bal-

.
dintzaren kontra doalarik. ’
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2.40.Teorema. p.zenbakia (2.17)-(2.18) problemaren lehen
autobalioa da,hau da,) =P..Bestalde (2.29) problemaren
ebazpenak, e ri dagozkion funt21o propiocak dira.

» Honetaz galn,ueH ) funtzioa F,autoballoarl da-
gokion funtzio propioa bada, w=|] “R)u funtzioa (2.29) pro

blemaren ebazpena da.

Frogapena.
(i) Bira‘ueH1G2) (2.29) problemaren ebazpen bat
eta ¢GH1UQ).

Hunmf1 denez gero,tecR nahiko txikia denean,

Hu+f¢”§uu>o da.
Biz v=(u+t¢)/"u+t¢ﬂﬁﬂ) H1LQ) espazioko funtzioa.

Argi dagoenez,uvuﬁgf1,beraz, y.zenbakiaren definiziocaz,
loviZdx 4 €| viaa
f.Q = e
Honelatan ba,
: 2 . 2 2
| 7 {u+t @) dx+&j (Wetp)de 3w Nastgll 2,
L?_ (st ) € (urtd) I pllzg)

hau da,

(o \\vw+£~‘v¢! +26Vu Vg | dx + €
o

;}L.[Ql\u&f{z “ratugldx

eta IQ‘V‘“zCLx*afr,‘*Zd"’:}*-J&‘*-ZCtX:}.L denez gero,honako hau

\uh{zgﬂf{-zt wglday

lortzen da,

(2.41) ) {2[&w¢,r~ux + 2t LZV\L-V¢(L>< +s£2[F¢2aq +ze+JPu¢ ar 3

e “:;"SQ(}SZax + 2{:’_Q4>U—d><k

t>0 deneko kasuan,azken adierazpen hau t-z zati-

tuz eta t-—0+ doéneko limitera eramanez,honako hau lortzen

da:
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2 Sﬂv;vwm +2€ $P¢uow ;2/&[;51' dx

hau da,
) !
(2.42) ’_QV¢Vu,dx +tjpw¢d.¢2}k{-Qu¢d.x,V¢eH(ﬂ).

t¢0 deneko kasuan,t-z zatituz eta t—=0 doaneko

limitera eramanez,ondokoa lortzen da:

(2.43) va dx +aju 00 Sp-[ wgdx, Yeh'(Q
TATPdx +E] wa S wpdx, Vpehlla)
(2.42) eta (2.43) adierazpenetatik hauxe dugu:

(2.44) Vuvgdx + [ wugdo = p| ugdx, YeH' ().
[guoy Jrr ooz p wpdx, V9 )

Beraz,ueH1LQ) funtzioa eta Juzenbakia (2.17)-
(2.18) problemaren formulazio bariazionalaren ebazpenak di
ra,eta 2.2.3 ataleko erregulartasunari buruzko arrazonamen
duei jarrituz,uecztﬁﬁ iiango dugu eta (P"U) bikotea (2.17)
-(2.18) problemaren ebazpena izango da.Hortaz,u f;autoba-.
licari dagokion funtzio propica da.

Honelatan ba, p autobalioa denez gero,2.27 teore

maren arauera hauxe dugu:

Dakigunez,

2 ' }
[QWM dx +E{r‘ufld¢>, ’V\LGH(Q)/ jﬂ\,@d.xJ

beraz,V’ueH1tﬂj,v=u/HuHﬁn)funtzioa kontsideratuz,ondokoa

dugu:

Jﬂlvuzdx +& spu.zd.q‘ > M Lzafotx
hau da, |
Lﬂvuzix+&ky?¢¢

N [Quﬂd.x

) VueH’(ﬂ)—got.
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Beraz,(2.21) adierazpenari esker,Psxn,VneN,honelatan ba,

y=)1. 1 |
(ii)ueH () s autobalioari dagokion funtzio pro
pioa bada,erregulartasunari buruzko arrazonamenduei esker,

u erregularra da,hau da,ueCzLﬁ) eta ondoko berdintza bete-

tzen da,

J IVu.Izdx +£j wldg :/.Ls W dx
g9 r s
-1
hortaz,w=“uuehﬁu funtzioak hauxe beteko du:
Ja= s lvw}ddx +£j wid g
2 T
(2.29) problemaren ebazpena delarik.}’

2.45.Korolar‘ioa.),1 (2.17)-(2.18) problemaren lehen autoba-

liocak honako hau betetzen du:

N = u;ﬁg_‘o* &(legzax + E[Puzd.cr)/ I_Q u? cL).(

honelatan ba,

I\VuFdx-+&Iu?diz\iJu?dx,VueH%ﬂ).
2 g

49)

r\

1 2.3.-MUGAKO BALDINTZA NEUMANN-ENA DENEKO LAPLACETARRAREN
FUNTZIO ETA BALIO PROPIO LINEALAK,

Kontsidera dezagun mugako baldintza Neumann-ena

deneko laplacetarraren funtzio eta balio propio linealen

“problema:
(2.46) -Du=Xu,S2 -n.
(2.47) Ru=0 ,M-n.

“On

JZCRN ireki bornatu erregularra delarik.
Problema honen formulazio bariazionala hauxe da:
"XeR balioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko bal-

. 1 . . . ,
dintza betetzen duten ugH () funtzioak existitzen diren:
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s VuVvidx = Xj wv dx/VVGW(Q)-':
2 2

2.2 ataleko arrazonamenduéi jarraituz ondokoak
lortzen dira:

"(2.46)-(2.47) problemaren autobalioak ez-nega-
tiboak dira eta +0 -rantz jotzen duen segida gorakor bat
osotzen dute.Beraiei dagozkien autofuntzioak Cztﬁ) espazio
koak dira eta existitzen da (un)cczﬁﬁ) autofuntzioen bidez
osoturiko Lz(ﬂ) espazioko oinarri ortonormala.

Kasu honetan, k1 lehen autobalioa nulua da,hau
da,)1=o,berari dagokion autofuntzioa u=1.izan daitekeelarik?

Bestalde,2.2.4 atalean lorturiko )1 lehen auto-

baliorako karakterizazioa bistakoa da zeren eta,

ueH'@Q-to} IQ w? dow
Kontsidera dezagun or‘ain,(en)cR+ O-rantz jotzen
duen segida beherakor bat.K@ntsidera dezagun,-halaber‘,én
zenbakiari dagokion (2.17)-(2.18) problema eta beronen
lehen autobaliorako Iorturiko kakterizazioa:
: vuildx+ € uwZde
X (& )=“3‘(iqr;_\°\ J.«:z I uzéog: d
52

Argi ikusten denez,()1(£h)) autobalioen segida,
O-rantz edo (2.46)-(2.47) proBlemaren lehen autobaliorantz

jotzen duen segida beherakorra da.Hau da,

nl’1+%¢>\1 (€,)=H,=0.
Erreferentzia zabalagoak izateko,ikus (6 ).
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2.4.-0SAGARRIAK.

Biz Fb f)irekiaren mugaren azpimulzoa, zeinaren
neurria positiboa den. Biz, ha1aber,i‘1£351-Tb_

Mugako baldintza zeiharra eta Neumann-ena deneko
laplacetarraren autobalioen problema aztertu dugun moduan
ondokoa ere azter daiteke.

(2.48) - Au=Xu, L2 -n.

(2.49) u=0 , l"l-en.

(2.50) Qu+ €u=0, [ -n.
‘fon _

Kontsidera dezagun Hl(fl)-ren ondoko azpiespazioa
V= ueHl(jl) / u=0 Fl-eﬂ.

Bistakoa denez, (2.48)-(2.49)-(2.50) autobalio-
problemaren planteamendu bariazionala ondokoa da:

"NeR balioak aurkitzea, zeintzutarako ondoko
baldintza betetzen duten u€eV funtzioak existitzen diren:

’Vqud.x +£[uwoko‘ :)(u.vd.x ,VveV."
2 n .

2.2. atalekoen antzekoak diren arrazonamenduak
eginez,hurrengo ondorioak lortzen dira:

"Aurreko problemaren autobalioak positiboak

dira eta +m-rantz jotzen duen segida gorakor bat osotzen
dute,

'e<)1\<>2\< ........ WA <.

Honetaz gain, badago (un)ccz(f73 Lz(jl) espazio



ko oinarri ortonormala osotzen duen autofuntzioen segida bat®
Bestalde, Rayleigh-en zatiduraren bidez,'\1 lehen
autobakiorako ondoko karakterizazioa lortzen da:

\WVulldx 4 | wda
(2.51) )1= mky kl X zélﬂ
%30, L;kdx

Aurrerantzean,ondoko notazioak erabiliko ditugu:

)D : Laplacetarraren lehen autobalioa,mugako
baldintza Direchlet-ena denear.

).N : Laplacetarraren lehen autobalioa, mugako
baldintza Neumann-ena denean.

XZ : Laplacetarraren lehen autobalioa,mugako
baldintza zeiharra denean.

X" : Aurreko problemaren lehen autobalioa.

Berajentzat djtugun karakterizazijoak kontutan
jzanik, ondoko desberdintzak nabariak. dira: '

- N A n -\D
0=\ <)1 s)l\\kl

Bestalde, fllcfl bada. Oso erraz froga daiteke
Rayleigh-en zatidurak erabiliz ezen,

AN Q).

Maximoaren printzipica erabiliz eta laplacetarra
ren Jehen autofuntzioa zeinu bakarrekoa dela kontutan izanik

- ondokoa ere froga daiteke:

0, £ 2 =2 MODNE).
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3.2 Ebazpenen positibotasunarekiko
zenbait kontsiderazio.

3.3 Ebazpenen existentzi teoremaren
frogapena.
3.3.1 Formulazio bariazionala.

Frogapenaren eskema,

3.3.2 (A) baldintzaren frogapena.
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3.4 Ondorio gisa.
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3.MUGAKO BALDINTZA ZEHIARRA
DUTENEKO PROBLEMA ELIPTIKO ERDILINEALEN AZTERKETA.

3.1.-PROBLEMAREN PLANTEAMENDUA.

Biz.QcRN,N;B,ireki bornatu konexu erregularra,
beraren muga =" delarik.

Bira,halaber,£&)0 eta R-tik R-rainoko f funtzio
bat.

Kapitulu honetan,ondoko (3.1)-(3.2) problema

eliptiko erdilinealaren ebazpenen existentzia aztertuko

dugu: )

(3.1) -Qu=f(u) ,02 -n.

(3.2) Qu+&u=0 , M =n.
oan

1.kapituluan ikusitako puntu kritikoeil buruzko
emaitza erabiliz,f funtzioak zenbait baldintza betetzen di
tuenean, (3.1)=(3.2) problemak gutxienez ebazpen erregular
bat duela ikusiko -dugu. ‘ o
Kapitulu honen helburua,ondoko 3.3.teorema fro

gatzea izango da.

3.3.Teorema(Ebazpenen existentzi teorema).

f funtzioak ondoko (f1)—(?5) baldintzak bete-
tzen baditu,(3.1)-(3.2) problemaren C2 klaseko ebazpen bat
existitzen da gutxienez.

(fj) f lokalki lipschitzearra da.

(f.) f(0)=0 eta 1=11im EL:.M)

2 =0 v
X1 zenbakia,[ -Bu=Xu,2-n. problemaren
[Qy+€u=o , P -n.
on

lehen autobalioa izanik.

1

(f3) I M30,0¢e[0,%)/ G(z)¢®zg(z),VzeR: |z [3M.
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g(z)=f(z)-12z, YzeR eta G(z)=fé g(s)ds,VzeR
direlarik.
(f,) Fse[1,N+2/N-2),k;.k,00 / [f(2)I€ kytk, 12)°, VzeRr.

(fg) Lim g(s)/s>0
s>

3.2.-EBAZPENEN POSITIBOTASUNARI BURUZKO ZENBAIT KONTSIDERA
Z10. ’

Suposa dezagun 3.3.Teorema frogatuta dugula. Biz
(fl)—(fs) baldintzak betetzen dituen funtzio bat, eta ikus
dezagun (3.1)-(3.2) problemaren ebazpena ez-negatiboa auke-
ra daitekeela. '

Kontsidera ditzagun ondoko funtzioak:

— ‘9(5),.520 denean.
g(s)=
10 , s¢0 denean.

eta @(z)=]é g(s)ds , VzeR. :
Biz', nalaber, f(z)= g(z)+1z, VzeR.
Kontsidera dezagun ondoko problema:

(3.4) - Qu=T(u), N1-n.
(3.2) “Qu+Lu=0 ‘, M-n.
on

Nabaria denez, problema hau ‘ere 3.3.Teoremaren
baldintzetan dago, hau da, f, g, G funtzioek (fl)—(fs) bal
dintzak betetzen dituzte. Beraz, (3.4)-(3.2) problemak
ebazpen ez-nulu erregular bat edukiko du gutxienez.

3.5.Proposizioa. UECZ(TT) funtzioa (3.4)-(3.2) problemaren
ebazpena bada, ondokoak betetzen ditu:

(a) UK*))O, VxeS?.
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(b) u funtzioa (3.1)-(3.2) problemaren ebazpena
da.

Frogapena.
(a) Suposa dezagun (a) ez dela betetzen, hau da,

Ixef)/ u(x)<0.
Kontsidgra dezagun ondoko multzoa:
J?l={x652/ G(x)(Ok.
(a) betetzen ez denez gero, fll ez-hutsa izango da.
Egoera bi hauek bereijztuko ditugu:

(i) kasua. I—')_.;Cﬂ. .
ZZ-IC-Q dugunez gero, Pf’bﬂlc{xeﬂ/ U(x)=o§.~ Beraz,

u funtzioak ondokoak betetzen ditu:
- Au=1u, £l -en.

u=0 , Pl—en.

u<0 dela kontutan badugu (jll-en) eta hortaz, F(u(x)=1lu(x),
VxefZl. '

Honelatan ba, 1 balioa laplacetarraren autobalioa
da [21 irekian, mugako.baldintza Direchlet-ena delarik.

Bestalde, 3.3.Teoremako (fz) baldintzari esker,
1<X1, XI mugako baldintza zeiharra deneko lehen autobalioa
jzanik £ irekian.

Hortaz, kontraesana dugu, zeren eta:

102 )

1 balioa laplacetarraren autobalioa izatearen kontra doa1ar1k,
mugako baldintza Dirichlet-ena denean 511 irekian.
Beraz, (i) kasu hau ezinezkoa da.

(ii) kasua. £ PR

1
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?2—1¢Q dugu,beraz, kasu honetan,Pﬂr‘lJ‘O#
Honelatan ba, u funtzioa 571 irekian negatiboa denez gero,
betetzen dituen mugako baldintzak kontutan izanik, ondoko
problemaren ebazpena dela izango dugu '

Beraz, 1 balioa mugako baldintza nahasia ceneko laplaceta-
rraren autobalioa da. ,
‘Bestalde, 3.3.Teoremaren (fz) baldintzari esker,
1()1 dela dakigu, Xl mugako baldintza zeiharra deneko la-
placetarraren lehen autobalioa izanik.
Kontsidera dezagun ondoko autobalio-problema:

-Du=\u, N-n.

Ru+fu=0 , I .-n.
Qon 0
u=0 Jipb-n.

lRay]eigh-en zat{duraren bidez lorturiko karakteri
zazioak erabiliz, ondokoa lor daiteke:

T (S

Honelatan ba, ondokoak ditugu:

AN ATEDAT ()

1 balioa muQako baldintza nahasia deneko laplacetarraren
autobalioa izatearen kontra (f11~en)_doa1arik.
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Hortaz, halabeharrez, (ii) kasua ere ezinezkoa
denez gero, U ebazpena ez-negatiboa izango da.

(b) u(x)X0 denez gero Vxe S, Flu(x))=f(u(x)),
Vxefl. Honelatan ba, u funtzioa (3.1)-(3.2) problemaren

ebazpena da.l

3.3.-EBAZPENEN EXISTENTZI TEOREMAREN FROGAPENA.

Aurreko atalean ikusitakoari esker, gure proble-
maren ebazpen ez-negatibo bat lortzeko, nahikoa izango da
3.3.Teorema frogatzea. -

Teorema honen frogapenean, P.H.Rabinowitz-en
metodoari jarraituko gatzaiz kio.

Lehendabiziko pausoca, problemaren Formulazio Baria
zionala aurkitzea izango da.

Bigarrenik, funtzional bat definitu beharko dugu
zeinaren puntu kritikoak gure problemaren Planteamendu
Bariazionalaren ebazpenak izango'diren. ‘_

Funtzional hau definitu ondoren, mendilepoaren
teoremaren bidez, puntu kritiko bat gutxienez duela ikusi
beharko da. | | |
A Azkenik, Formulazio Bariazionalaren lorturiko
ebazpenak erregularrak direla ikusiko dugu.

3.3.1 Formulazio Bariazionala. Frogapenaren eskema.

Lehenik, Formulazio Bariazionala lortu aurretik,
(3.1)-(3.2) ekuazioa modu egoki batetan idatziko dugu.

f(z)=g(z)+1z denez gero, (3.1)-(3.2) problema
honela jdatz daiteke:
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(3.95) - Au-lu=g(u),2-n.
(3.2) Qy+Eu=0 T -n.
n

Ikus dezagun zelin den problema honen formulazio
bariazionala. )
1 . .
Biz veH (£2),(3.5) berdintzan v-z biderkatuz eta

1l irekian integraturik,ondokoa dugu:

~InAu-v dx -1 [qu dx = qu(‘*)v a’;

eta Green-en formula aplikaturik,

4 fVu.Vv dx - | W.yda - LJ u,vd.x:[ glwyv d.x
79} I on 2 iy]

(3.2) mugako baldintza kontutan izanik,

jQVu..Vvdx +£j wvdgs -lj wv Lx :J.quu)vax.

r 2

Beraz,(3.1)-(3.2) problemaren formulazio baria-
zionala hauxe da:
”ueHj(Il) funtzioak aurkitzea,zeintzutarako ondoko (3.6)

baldintza betetzen den:

(3.6) : f -LzVuLVv' dx +£L_‘uv dur-tjnuv dx :jﬂq(u.)vd.x,Vv eH‘(_Q_) " |

(3.6) problemaren ebazpen bat lortzeko,H1(IZ)
espazioan definituriko SE(') ondoko funtzionalaren puntu
kritiko baten existentzia frogatuko dugu,zeren eta geroago
ikusiko dugunez,Sg-en puntu kritikoak aipaturiko problema-
ren ebazpenak paitira.

(3.7) Sg (u) =% { I lvulidx+£fpu’4v- l]ﬂ&dx} -Lﬁ(a) aLx,VueH’(m

29!

Emaitza hau lortzeko,?1.Kapituluan emaniko puntu
kritikoei buruzko emaitza erabiliko dugu,mendilepoaren teo
rema hain zuzen,beraz,Sg(*) funtzionala teorema honen bal-

dintzetan dagoela frogatu beharko da.



Frogapenaren eskema hauxe izango da:
. 1 .
(A) Sg(-) funtzioa H () espazioan ondo defini-
1 .
tuta dago eta C  klasekoa da,beraren diferentziala ondo-

koa delarik:

< S;(u.) v):I VuVvdx +£f uvdxr-l} uv d.x -I a(u)vax )Vu,veH‘(.Q)
' £ ) n ’n 0

(B) Se(-) funtzioak (P.S.)+ baldintza betetzen

du.
(C) $.(0)=0 eta3?,¢>0/~sé(u)}O,VueBt,—go},eta
S, (u)yd,YueS,. ‘
£ 707 P 1
(D) JeeH (2)-10}/S,(e)=0.
(E) 85(-) funtzioaren puntu kritikoak erregula-

rrak dira.

3.3.2 (A) baldintzaren frogapena.

Ikus dezagun lehenik,S. (+) funtzionala ondo defi
nituta dagoela. |
. geH1(fl) denez gero, 1wu%x eta [ngdx integra-
lak finituak dira.Honetaz gain,?b(u)ELZ(P ),beraz,Jﬁu2d¢
finitua da.
Hortaz,nahikoa da I G(u)dx finitua dela ikustea,

: 0
Vuen' ().
3.8.Lema.Existitzen dira se[1,N+2/N-2) eta k3,k4)0 konstan
teak zeintzutarako, IG(z)1$k3[z|+k4|z|5+1,VzeR.Hortaz,
jﬂG(u)dx integrala ondo definituta dago,ueH1(52) edozein
izanik.
Frogapena.

3.3.Teoremaren (f,) baldintzari esker,

a4

TIser, Nz/N-2) | Ko K30 /1 R@)] SRy +Kg 1215 D

lq(z)] = | Fa)-12] < 1B@)+1U)2] € Ko 4 Ulzl4k, 1215
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S Cp+C, 121, VeeR .

C1=k1+|l| eta 02=K2+|1| izanik.

Hortaz,

F4 Zz it
| 62)] < lo 48] de 5[ (_c,+Cle$)d€ ¢ Clzl+C2|z)>" VzeR

0 S+

beraz,nahikoa da k3=C1 eta k4=C2/s+1 aukeratzea.,

Honelatan ba,ueH1(£2) bada,

[ lawldx ¢f [kgruwmiskyluot™] dxzka(lu(x)ldx+K4{lu(s<)!wax
Q £y] .2 2

eta se[1,N+2/N—2) denez gero s+1e[2,2N/N—2) eta Sobolev-en
injekzioei esker,ueLp(jZ),Vpe[1,2N/N—2)‘dugu;beraz,

I lu(x)]dx eta J |u(x)ls+1dx integralak ondo definituta
dé%de eta honexegatik IQG(u)dx ere.|

'Sé(-) funfiioa ondo definituta dagoela ikusi on
doren,ikus dezagun C klasekoa dela eta beraren diferen-
tziala lehenago aipaturikoa dela.
3.9.Lema.Biz T,1(u)=’/z‘l[Q|Vu|2dx+€[PM2dd'-LJikzdx} LueH ()
H1(JZ)—n definituriko funtzionala. =

Orduan, Tn€C1(H1(JZ)) eta berdren diferentziala

ondokoa da,

(3.10) <T,'(u),v>:waVvoLx+€j
2

avdae - L[ "y, dx,Vu,VeH((ﬂ)
r|

A9

Frogapena.

Biz ueH1(J2).Ikus dezagun ondoko limitea nulua

dela, '
I Ty luav) =Ty tw) =Ty tw), v |
(3.11) %&mo =0
“V”u%ﬂ)
(TJUU,V> (3.10) adierazpenean definiturikoa
izanik,

| {lovifax +ef Vide-L[ vidx]

| Ty wbv) =Ty (w) = <,
VIl ) 2 ity q)y

2 2
1, e) Whia) ol

{i-max
2 ( “VHHWQ)
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z 212
< kg tinlg) KVt o)

' 2
= Kg “V“H'(m + kgn\/uw(m\
HVHH%Q) ( ’

<5=%max(1,|1[,£) izanik eta H1(jl)—tik LZ(P )-rainoko az-

tarren aplikazioa jarraia dela kontutan izanik.Hortaz,
2 [
. Co IRVEE ) =0
v kg IV ay T Re Y WG
denez gero,(3.11) betetzen da.
Honelatan ba,(3.10) adierazpenean definituriko
T% funtzioa T1 funtzioaren diferentziala da.Bestalde,T%(-)

lineala da.Hau kontutan izanik,ikus dezagun jarraia dela:

1 | - o ) '
I THW"[“'(Q,] = 9% | < Tytw, v
, HWH-
- sup | f VuVw d x +£( ww da - l{uwax'
weH(Q) 0 r
fiwil=1
an-1

. .
ﬁortaz,T1( ) Jarrala da eta T eC Jl I

L 1 . -
3.12.Lema.T2(u)=y G(u)dx,YueH (£2),H (f2) espazioan defini

turiko funtzionala C1 klasekoa da,beraren diferentziala on

dokoa delarik:

(3.13) . (Té(u)pD==Lﬁ(u)v,Vu,veH1LQ).
Honetaz gain,H1(SZ)—tik (H1(12))' dualerainoko
Té eragilea trinkoa da.

Frogapena.

Té funtzioa C1 klasekoa de;a eta beraren diferen
tziala (3.13) adierazpenekoa dela ikusteko,nahikoa da ondo
ko bi baldintzak betetzen direla ikustea (ikus(le)):

(a) Yu,veH (£)

1im |1 ( T_(u+tv)-T (u)—tf

g(u)vdx,; 0
E==0+ |+ 2 2 n )



(b) lim u —u,H1(Sl)—n =D
N~

lim (sup Is (g(u_)=g(u))vdx|=0
ns0 veH(Q) !N n
vil=1
Baldintza hauek betetzen direla froga dezagun:

(a)Ondoko desberdintza nabaria da,

‘ _)1; [Tz(“t‘/) -Tz(w)-{fﬂa(w)vax gi_ lﬁ(mu)-awiﬁmvfdx

A%X
Bestalde,

% SUp qlu+fv1+'3ﬂnlkivl

1 - G-
[{ ‘ Glurty) - Glw) ‘l:ﬂm)vg i

¢ lsop §c1+czlu+{u\sz+ C1+ Cziuls_l“v]

g§41+dﬂuJS+d§vls\W4 voiun. £l-n

bate Zbesteko baliocaren teorema eta h(z)=zs,se[1,N+2/N—2)
funtzioa Kohbexua dela erabiliz.

- Biz w—{d1+d lul® +d3|V| }Iv{ funtzioa. Sobolev -en
1nJek21oak eta HOlder-en desberdintza apllkatuz weL ()
espazioko elementua dela frogatzen da.

Bestalde,

L qluttv)-&(w)- L g v 20,i.n. £ -n,
=0 t

denez gero,konbergentzia gaindituaren teorema aplikaturik,
baldintza hau frogatuta egongo da.'

(b) Baldintza hau frogatu beharrean,berau baino
sendoagoa den beste baldintza bat frogatuko dugu,bide ba-
tez, T' eragilea trinkoa dela izango dugularik.Frogatuko
duguna hauxe izango da o .

“&ig u =u, H1 (L) -ren topologia ahularekiko =

up | (g(u )-g(u))vdx)=0".
n-@ l\)l\f I:“(-Q) Se2) " '
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Vae[1,2N /N=2) H (£2)-tik L9(Q )-rainoko injek-
zioa trinkoa denez gero,%&g‘un=u,Lq(Jl)-n;qu[1,2N/N—2).

Bestalde,g lokalki lipschitzearra da eta ondoko
desberdintza betetzen du:Ig(z)[gC1+02[z[S,VzeR.Beraz,
Krasnoselski-ren emaitza aplikatuz (ikus (10)) ondoko

funtzioa jarraia dela ikusten dugu,Vpe[s,+a)):

(3.14) g:L°(Q) —> P75 ()
ulx) ——————- 3 glu(x)).

Honetaz gain,veH1(j2)=$'veLZN/N—Z(JQ)IBestalde,
(2N/N-2)se[2N/N+2,2N/N=-2)¢ [1,2N/N-2) ,beraz,lehen aipatu
den moduan,lim u =u,L(2N/N+2 (Sl -n eta (3.14) aplikazioa

n»0 " AN/NF2( ()

jarraia denez gero,llm‘g(un)=g(u),L
Honelatan ba,HOlder-en desberdintza erabiliz:

?%2 I]y?_;j

5:5“1) l [ [q(‘*'tl) q(d.)]de veH (.Q) KI |3Nn (j(“” '&2 \Lllv

Hvii=1 fvit=1
§ oty 1 gluq) - gw)HLm( ) 0 @

d4 konétahtea,H (N)-tik LZN/N‘Z(sz)

jarraitasunarena delarik.i

-rainoko injekzioaren

3.9 eta 3.12.Lemen ondorio bezala, (A) baldin-
tza frogatuta geratzen da,hau da, SEE C1(H1(IZ)5 eta bera-

ren diferentziala ondokoa da:
< Spw,vd =j VuVv dx +Ej wvde -Lf av dx -J‘g(m)vd.x Vu,veH’(.Q)
AR o ‘ )

S =T,+T,. dela kontutan izanik.

12

3.3.3 (B) baldintzaren frogapena.

Biz (u_) ondokoak betetzen dituen H' () espazio
ko segida:
(3.15) . 3 {5,d)0/{5\<se(un)\<d,VneN.
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(3.16) lim S'E(un)=0,(H1(.Q))'-—n.

eta ikus dezagun,segida honek azpisegida konbergenteak di-

tuela.

vzcur-tj vZd x| )VveH’(.Q).

, 2
3.17.Lema. Jas0/ Wit ov <0l 19vi2dx +€
Lema. In>0,/ vl g 'I]LZ jp | Vo)

Frogapena.

2.45.Korolarioan ikusitako emaitzari esker:

X, Ivzdx < J IWvid dx + é’ vide VveH'() &
A9) 2 ©

- j Vidx 3 -4 [I [Vvi¥dx +£J vzdcr] ,VveH’(ﬂ).
D ML/’ r

l(\1 denez gero,]S§O/L+5kX1.Honelatan ba,

j lV'vlzdues vide -] vdx =flelzd.H&Ivsz‘(lﬂ)jvzdx +5!vzdx

+Kffdx

3 j IWvi?d x +ej vide - L9 I! vidx +é§v"’¢w

N s
= (i- Li_F) g Lllvwzdx +£;PV?¢¢I‘ +FL2vzotx

> min ( (1-%5) 5) l\SAV"'Z‘*’”L:Q‘“}”L"V"QH’(Q) WeH(9)

Q;min‘(<1—(1+8)/>1>,¥)>o izanik. |

3.18.0harra.
"Erraz froga daiteke,ezen ondoko H-H6 erdinor-
ma,H1(Sl) espazioko ohizko normarekiko baliokidea den nor-
) )
% ;
, Yve H ()

ma dela:

= [ wvildx +€) vide
lvilg Jﬂ X jp

]

Aztarren aplikazicaren jarraitasuna kontutan iza

nik,nabaria da ondokoa betetzen dela:

IMso,/ Hvily ¢ MUVilyg) , WeH')
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Bestalde,2.45.korolarioa kontutan izanik,

\lvllz =$ v iZdx +€I Vadry L ’\ LIZVvlzdx + Efpvzd.vs +221 (vzdx

£y) r < 2
3 %I 19u12d x +}2_1 (vzdx ;mzllvHﬁ.“)) .
LQ n fo
m=min (%,>1/2) izanik.
Honetaz gain,argi dago "4% norma,ondoko biderka-

dura eskalarrari dagokiona dela:
(wr)e = | vuvsax +€f urde, Yureh'(£2).
& 0 n /

3.19.Teorema.(un)cH1(Sl) segidak (3.15) eta (3.16) baldin-
tzak betetzen baditu,ondokoak emdten dira:
(i) (un) segida bornatua da.

(ii)a(ué) azpisegida konbergentea.

Frogapena.
(i) (3.15)-etik hauxe dugu:

2 4 it K 1 .
(3.20) %“ﬂl\?unl dx +6fr1“n-<i¢ lfnundx} [QC?(‘&n)dx\\d,VneN.

Bestalde,lim S!(u_)}=0 denez gero,

£ n

TngeN/ Voyn, 1 Sg (uallis ! D

' ‘. 1
< ”V“u‘(_g_) el (a) &

To,eN/ Yoy, , K S'E(un)/v)
E.noeN/Vn;no ) |<'S'é(un),un>’ $ IlunHme) ,

hau da,

(3.21) . TneeMN Moy, | f 1Vunlz¢x+£§ru}*\ ar -l uz,,dx—f gm({)undxl ua
'n R g S

Honelatan ba,(3.20) eta (3.21) adierazpenetatik

ondokca lortzen dugu:

(3.22) Jnoe lN/V n n.\,.) (E’-@) g S?|Vunlz‘1x+£]r'u% d(r-l}xgn dxi ‘j'(()(un)%uaawn))
S 2
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¢ d+9liunll -
Bestalde,
K[Gwn ewngwm]dx-(Lemm %%3wd]ix+([ﬁ o) - mmgWMli
Ixe2/1w0t9l gM ] [xe/ (unta] > M)

[§ua-oungiua)dx sk(M)
{xe$2/ tua a1 <MY
(fs) baldintza kontutan izanik eta k(M) konstantea nahiko
handia aukeratuz.
(3.22) eta azken desberdintza kontutan izanik
ondokoa dugu:

oaen/Vnpes, (9 | | 190 o] s sdes bt
z ) A a T Q
eta 3.17.Leman frogatufakoari esker:
1, _ 2
JnoeN/Vnyno, (-0 ) liually, o\ CKr)+d+Blualiyygy -

eta azken desberdintza honek,(un) segida bornatua dela
azaltzen digu.

‘ (ii) (Qn) segiqa_H1(f2)—n bornatua da,beraz,H1($U
erreflexiboa denez gero, (ué) azpisegida ahulki konbergen-
tea existitzen da.

3.12.Leman,Té eragilea trinkoa zela ikusten ge-
nuen,modu berean,arrazonamendu berberari iarraituz,ondokoa
froga daiteke: : :
"F(z) ]O f(s)ds VzeR,bada,T(u)= LQF(u)dx VueH162
eragilea C klasekoa da H (fl)—n beraren diferentziala hau

xe delarik: \
(TMUN>=( HWNGX/VLVerQ)
2
Honetaz gain,T' eragilea trinkoa da”f
Honelatan ba,(T'(u%)) konbergentea izango-da
Q) dualean.
Bestalde,

< S|E(Uln),v)= ‘ v u'n Vid x +€g WV dﬂ‘-[&u‘nvdx- ( (j(b,'n)chx
2 r Q o
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gvuwv¢x+£gmeJ-SFumv¢x
Q N vy
= (u'n N - (T'(un),v'> ) VneN)Vve ).
(»,+). biderkadura eskalarra,3.18.0harrean aipaturikoa iza

nik.

£

Honelatan ba,H1(51) espazioan ohizko normarekiko
baliokidea den HJQ norma kontsideratzen badugu,Sé(ua)

eragileetarako ondoko adierazpena izango dugu:

i
Sy (u)=ul=T'(u'), (H (8))=n,¥neN.

n

Hortaz, 311m un 1(52 '—n lﬁg Sg (u ')—O baita
eta 11m T! (u') ex1st1tzen balta (H (1), llHe) Hllbert en
espa21oa denez gero, 3 lﬂg ul (H ($2) Ji-ll)-n eta W-n, eta

|||h“g) normak baliokideak dlrela kontutan izanik, (u!) az-

pisegida H1(Il)—n konbergentea dela ikusten dugu.l

3.23.0harra.
(F3

tza izan bagenu,teorema hau frogatu ahal izan genukeen,

) baldintza izan beharrean,ondoko (Fé) baldin

(fé) F(z)$@zf(z),VzeR.

Dena dela;Sé(-) funtzionalak (D) baldintza bete

tzen duela‘ikusteko,(f3) baldintzaren beharra izango dugu.

3.3.4 (C) baldintzaren frogapena.

Oso erraz ikusten da,S (O)=O dela.
g(z)=f(z)-1lz da,beraz g(O) 0 etalllg g(t)/t=0.
Beraz,g(z)=o(|zl|),z=0 puntuan Hortaz,G(z)= [O g(s)ds,¥zeR

denez gero, G(z)—o(lzl izango da z=0 puntuan. Honelatan ba,
(3.24) Vno,33’>o/l(1(‘z)|\<£lz|2,\v’zem:lzlsE’

Honetaz gain,3.8.Leman_ondokoa ikusten zen,
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Jee[1,N+2/N-2) Ky kg >o/!a<z)lsk3tzl+K4\z|5*',vze?.

Dena dela, ondokoa kontutan 1zan behar dugu:
s=1 denean, |G(z) [<kylzl+k, 121%¢(x stkg) lzl+k, |z 1" ,¥r>2.Beraz,

hauxe suposa dezakegu:

(3.25) 3 se ( T, N+2N-2) 1Ky >o/(q(z)} $K iz +k4lz]5+’} Y2eR.

Honelatan ba,l1=k38—s+k4 konstantea aukeraturik,
honako hau betekc da:
(3.26) |G(z)Ig1,]z] WYzer/|z]37.

(3.24) eta (3.26) adierazpenak bildurik ondokoa

s+1

dugu:
(3.27) lG(z)l Elzl lzls+1,Vze R.
Beraz,
(3.28) | (q(u)dx'\\’&[u_zd_x+t1‘lu|5+td.x
o2 Lo 2
SENWIIG g+ NN TV m,vueu’m).

H1(Sl)—tik LS+1(52)—Painoko injekzioca jarraia dela kontutan -
izanik,eta 1_2 jarraitasun~-konstantea izanik. -

(3.28) adierazpenetik hauxe dugu:

Lim |f GLu)&xI

w0 Hwil?

&)
PN @}

eta £>0 edozein zela kontutan badugu,

UQ_G(\.L)d.xl'_O
W0 Wl o)
hortaz,
(3.29) J‘Qa(u. Jdx = o(llullu(m) u=0 puntuan

Bestalde,3.17.Lematik,

‘Se(‘?)ﬂz“ ITul ¢x+g[r‘uzdo' LL;EM} S Glw) dx

3% {fg‘Vulzdx +ef wlac -Ljnu,zd.xs -| {Qamm]
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Gwdx | VueH'(R).

e

> L il ](ﬁ

Honetaz gain,{(3.29)-tik,

3{))0/” (‘«l(m)dx’ QHM‘H’(Q) )‘v'ue'EP-ﬁo“.

beraz,

Setw 2z Mgy - | Grwrax ]y iy o) VoreByofo}

HI(R)
bereziki,

2 .
S, ) 3 Vue S, .
¢ (W) Pé’l) p
(C) baldintza frogatuta geratzen delarik.

3.3.5 (D) baldintzaren frogapena.

(f.) baldintzatik ondokoa lortzen da

5

dn,, A, >o/g(z)‘;nﬂz }VzeR/iz) >Ay.

A
Biz A2=f 1g(s)ds,orduan,
0

. : ,

Vay A, Qz)=A,+ f 3(s)ds)A +q-.[ sds - AZ-H\,[ ";]
A=12A,/ AZI/Z K ik
beraz, 3= 5 11— 1 aukeraturik,

z)>0,Vz5A,
Bestalde,(fS) baldintzatik,

3 se[, n22) My0/ G)c02g(a), YzeR: 25

beraz,A,=max (A3,M) bada,1/9t$g(t)/G(t),Vt>A4,eta z5 A

bakoitzerako desberdintza hau (A

4

4,2) tartean integraturik:

% log (Z/A4) £ (Oﬂ ( ﬁ(z}'/(,(pm)) Wzyh, &

log (z/A4) Locj (6a/ GWa) ,¥a>As -
beraz,

2'/9 Q(Aq)/A;/e < §z), Vé>A4.
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Y
hortaz,qézG(A4)/A°>‘3 aukeraturik,

(3.30) g(z)),l‘lzz‘/9 ,\7’z>A4

Biz u=k > O funtzio konstantea,zeinetarako lu"ﬁdf
den.

VR>O0, HRumhn=R,beraz,3.3.4 atalean frogaﬁurikoari
esker,

(RQ))O,VR(E.

Honetaz gain,

(3.31) s' (Ru)-/zleﬁkzkzm L‘Rzkzd.x} Lz(m()a_x_-_

=--g_zzg_z \5 L,u’ - thM$ - §rk) L:lx 2

‘I
-3 B -y q“ak)
14={ dx>»0 izanik.
ol Beraz,R>A4/k denean, (3.30) desberdintza erabiliz,

- '2?2 <n. R2k2 '
Sg(Ru)= Ny -4 G(RK)\\Q 2'( -M,\Z’P\l’e K&,
eta 1/>2 denez gero,

2p2 ~%k
lim Sg(Ru) £ lim REK? ROKB) -0
200 Q,*G(Q‘s 2 '14'\2 )
hortaz 3R)A 7k 'Se(ﬁu)<0 A

Honelatan ba,honako hau dugu R(f denean,S ((Ru)
>0 eta JR)A /k zeinetarako %(Ru)<0 beraz,Sg jarraia denez
gero,3Rr ,O/Se(R u)=0.

Honelatan ba,3e=R keH £y, e¢Be/S (e)=0.

0

3.3.6 Sg funtzionalaren puntu kritikoaren erregulartasuna.

Aurreko ataletan ikusitakoari eskér,se funtzioa
1.Kapituluko 1.25.Teoremaren baldintzetan dagoela'ikusten

dugu.Teorema honen ondorio bezala hauxe dugu,

JueH @ -toh /S w0, (1)) -

hau da,
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(S, = | Tuwvdx +€fuvar -Lfuvax f quivdx =0 | Vve Hia)
2 l" -AQ -SZ

beraz,u funtzioca (puntu kritikoa) gure problemaren formu-
lazio bariazionalaren ebazpena da.

Beréziki,YW¥eD(SL), M gainean nulua denez gero,

IViV?&x—‘ AWY¢X=O &

S 2

{ VuaVY dx :( Poyedx .

52 52
beraz,
(3.32) - Au=f(u),D'(SL)-n (banaketen zentzuan)

u H1(QJ—n dagoenez gero,Sobolev-en injekzioen bi-

dez,LZN/N—Z(Il)—n dagoela ikusten dugu eta (f4) baldintza-
tik,f(u) LZN/S(N—Z)(SIW—n dagoela lortzen dugu.Honetaz gain,

2N/s(N-2)>2N/N+2 denez gero,f(u)eLZN/N+2(Sl);

Honelatan ba,ueHj(jl) puntu kritikoaren laplaceta
rra,ALuLZN/N+2(Sl) espazioko elementua dela dugu.Hortaz,
2.23.Proposiziocaren baldintzetan gaude eta bertan ematen den

Green-en formula aplikatuz hauxe lortzen dugu:
—I Auvdx +{¥w) ,V)+£I uLVo\.o"if Fluyvdx =
L m n

z - f Duvdx -[ Frovdx + < ¥ w) +EX W v, Yve H' (1)
. a P

D(f2) espazioa LZ(SI)—n dentsoa dénez gero,

-f Auvdx = g Fuvdx, Vvel?(n)
2 2
bereziki VNeH1(52),Hortaz,

CB+EY (W, vI=0, Vue HY Q).

eta H1(51)—tik Hé(lﬂ)~rainokb aztarren aplikazioaren supra-

jektibotasuna kontutan izanik honako hau dugu,

A -
Xyw) +EYow) =0 H (P )-n



~63-

Hortaz,Sg funtzioaren ueH1(51) puntu kritikoak
ondokoak betetzen ditu:

(3.32) - QDu=Ff(u),D'(2)-n.
(3.33) K.I(u)+6l§o(u)=0,H_yz(r')—n.

3.34.Proposizioa.(3.32) eta (3.33) berdintzak betetzen di-

tuen H1([1)—ko u funtzio erregularra da,hau da,ueCZ(fl)
eta (3.1)-(3.2) problemaren ebazpena da.
Frogapena.

u H1(f1)—n dagoenez gero, Xo(u) Hz(rf)_n dago,
eta X1(U)="5XB(U) H—%(r‘)—n denez gero, Xg(u)sz(]“)
espazioko elementua da.

Bestalde, ueH1(51 ) =P ueLZN/(N—Z)(fl). So-
bolev-en injekzioei esker,(f,) baldintza aplikaturik,

2N/s (N-2) N N . .
flu)el (£2) dugu.Hortaz,A.D.N.-en emaitzari esker,

ueWZ’ZN/S(N—Z)(Sl).

Berrizvere,Sobolev—enlinjeszoak aplikatuz:
1. N> 4N/s(N-2) bada,hots, N> 4, +2 ,orduan:
| uel9(N) ’ZN/S(N-Z)\(QSM/s(N—z)-M
2. N=4Nﬁqw¢) bada,hau da,N§$3+2 ,orduan:

ueldn), IN/g(N-2)§ < +O '
3. AN/sN-2)>N  bada,hau da,N<6@+2 ,orduan:
uel (), 1qa o .

2. eta 3,kasuetan,ucLd (N ) izango dugu q nahiko
handietarako.Berezik% aQ>N/2 denean.Honelatan ba,A.D.N.-en
emaitza aplikatuz,uewz’q(fl),q>N/2 eta Sobolev-en injek-
zioei esker,ueQOﬂj(fi),0<4<2-(M/&)

1.kasuan ostera,hauxe dugu:ueLZN/s(N—Z)_4(fZ)
f(u)gLZN/S(S(N—Z)—4)
2,2N/8(s(N-2)-4)

=
(£1) eta A.D.N.-en emaitzaren bidez,
uew (£),2N/s(s(N=-2)-4) > 2N/s(N-2) delarik.
Beraz,prozesu hau aldi-kopuru finitu batetan errepikatuz,
uewz’q(fl),q>N/2 lortuko dugu eta Sobolev-en injekzioei

esker,ueco’d(fi),O<d452-(N/q).
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Honetaz gain f funtzioa lokalki lipschitzearra de
nez gero, f(u)ec (S} ,0¢a¢2-(N/q) eta Schauder-en emaitza-—
ri esker, ueC ff) 0<dk<2— (N/q);bereziki,uecz(fi)

Hortaz,- O u-f(u) funtzioa jarraia da eta (3.22)-
tik,

: -QAu=Ff(u),f2-n.
lortzen da.

uec?(FT) denez gero, X (u)= Qu.eta X (u)=u,beraz,
(3.33)-tik, ?U+5u 0,H A(P )=n A(P L(I" )-n dentsoa denez

2

gero,Qu+éu= O L (7)-n eta funtzio jarraia denez gero,

n

%_+&u o, M- |

n

3.4.-ONDORIO GISA.

Aurreko ataletan zehar (3.1)-(3.2) problemarako
ondoko ebazpenen existentzi teorema lortu dugu:

”Sl.cRN,N;S,ireki bornatu erregular konexua
bada,eta f funtzioak 3.3.Teoremako (f1)—(f5) baldintzak be
tetzen baditu,(3.1)-(3.2) problemak,ebazpen ez-negatibo

eta ez-nulu erregular bat du gutxieneguecz(ff)w_

3.35.0harra.

: Argi dago ezen, puntu kritikoen emaitzaren bigez
lortu - dugun (3.1)-(3.2) problemaren ebazpena ez-nulua dela,
1.25.Teoremaren bidez lorturiko puntu kritikoak,ez-nuluak

baitira.



4 .KAPITULUA.
MUGAKO BALDINTZA NEUMANN-ENA
DENEKO PROBLEMA ELIPTIKO ERDILINEALEN AZTERKETA.

4.1 Problemaren planteamendua.
4,2 Ebazpenen existentzi teorema,

' Mugako baldintza zeiharra dutene
ko problemen ebazpenen konbergen
tziaz
4.3,1 10 kasua.

4.3.2 1=0 kasua.
4.3.3 1<0 kasua,
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4, MUGAKO BALDINTZA NEUMANN-ENA DENEKO
PROBLEMA ELIPTIKO ERDILINEALEN AZTERKETA.

4 .1.-PROBLEMAREN PLANTEAMENDUA.

Kapitulu honetan, ondoko (4,1)-(4.2) problemaren
azterketa egingo dugu, beraren ebazpenen existentziari bu-
ruzko emaitzak frogatzen saiatuko garelarik:

(4.1) -~ Au=f(u), S-n.
(4.2) Qu=0 , [-n,
an

Aurreko kapituluan bezala, SL multzoa RN (N23)
espazioko ireki konexu bornatu erregularra izango da eta
M beraren muga, hau da, M=3f.

Kapitu]ﬁ honetan, bi parte bereiztu behar dira.

Lehenengoan, f funtzioaren gaineko baldintzak eza
rriz, ekuazioaren ebazpen erregular ez-negatibo eta ez-nulu
en existentzia frogatuko da, 3.Kapituluko 3.3.Teoremaren
parekoa den teorema baten bidez.

' Bigarrenean; (3.1)=(3.2) probTemen. ebazpenen segi
den konbergentzia aztertuko dugu.Zerorantz jotzen dueneko
(En) zenbaki erreal positiboen segida bat kontsideratuz,
(uag beraiei dagozkien problema zeiharren ebazpenen segida
bat aukeratuko dugu, beronen konbergentziataz arituko gare-
larik. Ikusiko dugunez, segida hau konbergentea deneko kasu
- an, beraren limitea (4.1)-(4.2) problemaren ehazpena izango
da. Azkenik, adibide baten bidez, metodo hau erabiliz, oro
har, ezinezkoa dela (4.1)—(4;2) problemaren -ebazpen ez-nulu
ak aurkitzea ikusiko dugu.

4.2, -EBAZPENEN EXISTENTZI TEOREMA,
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4.3 .Teorema. f funtzioak errealak ondoko (fl)-(fs) bal-
dintzak betetzen baditu, existitzen da gutxienez, aurreko
(4.1)-(4.2) problemaren CZ(TT) klaseko ebazpen ez-nulu
eta ez-negatibo bat.

(fl) f lokalki lipschitzearra da.
(f,) £(0)=0 eta 1= Tim f(t)/t<0,
, t=0
(f3) IM0,9ef0,1/2) / G(z)¢Bzg9(z), VzeR:|zIM.

‘g(z)ef(z)-1z eta G(z)=fé g(s)ds direlarik.
(f,) dse[1.N+2/N-2), C,\ €30 /[f(2)[¢ ¢ *+C, )2
YzeR,

(fg) Lim g(s)/s>0.
S»® -
4.4 .0harra.

(f )—(fé) baldintzak 3.3.Teoreman emandakoak dira,
(fz) izan ezik. Dena den, baldintza hau ere, 3.3.Teorema-
ren (fz) baldintzaren parekoa da, X1=0 baita laplacetarra-
ren lehen autobalioa,mugako baldintza Neumann-ena denean.

4.5.Froga9ena;
(4.1)-(4.2) problema ondoko erara idatz daiteke:

(4.6) - -Au~1u=g(u),;1—n.
(4.2)‘ rp_l_‘_:O’ r"'n'
ran :

Green-en formulak erabiliz, problema honen formu
lazio bariazionala ondokoa dela ikus daiteke:

“ueHl(Sl) funtzioak aurkitzea,zeintzutarako hu-
rrengo berdintza betetzen den:

(4.7) [ vuvvax Yuvax=[ quyvax, Yver )"
S hy] 9}
Kontsidera dezagun hurrengo funtzionala,

(4.8) S(u)=,-f{ j lwrlax-tjfdx}-gq\u)ax,vaeHl(Q>.
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3.3.Teoremaren frogapena pausoz-pauso segituz,
ondoko ondorioak lortzen dira.
" Existitzen da S{(.) funtzionalaren ueHl(fZ) puntu
kritiko bat, ondokoa betetzen delarik:

WeH (£), <5 (u), =0

hau da,

(4.9) | VaVvdx [ vax -
v hy] 2

aLu) v dx =0 , Yve H‘(Q)

Honelatan ba, u puntu kritikoa gure problemaren
formulazio ahul edo bdriaziona]aren ebazpena izango da.

Ohizko erregulartasunari buruzko arrazonamenduak
erabiliz, u funtzioa erregularra dela izango dugu, hau da,
ueCzjfi) eta gure problemaren ebazpena zentzu sendoan,
hots,(4.1)-(4.2) problemaren ebazpena.

Ebazpen hau ez-negatiboa aukera daitekeela ikus-
teko, nahikoa izango da 3.Kapituluko 3.2 ataleko arrazona-
menduei jarraitzea. ‘

4,.10.0harra.

Kontutan izatekoa da ezen,
L% [ | - ’ 1/2 »
(4.11) nun= ‘qul‘dx-L]uZO\X  Vuentd)
0 » S

aplikazioa Hl(fl)-ko ohizko normarekiko baliokidea den nor
ma dela, 1<¢0 baita.
Norma berri hau erabiliz, S(+) funtzionalaren

adierazpena hauxe‘izango da,
S(u)=1/2nuH*2-I;G(u), VueHl(fl).

Adierazpen hau erapiliz teorema hau frogatzera-
koan, ematen diren zenbait pauso sinpieagoak geratuko 15 -
tzaizkiguke. _ '
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4.3.-MUGAKO BALDINTZA ZEIHARRA DUTENEKO PROBLEMEN EBAZPENEN
KONBERGENTZIAZ.

Suposa dezagun f funtzioak 4.3.Teoremako (fl),
(fz), (f4) eta (f5) baldintzak betetzen dituela eta hone-
taz gain ondokoa ere,

(f)) f(0)=0 eta 1=1im f(t)/t)0.
2 ta0
1»0 denez gero, ezinezkoa izango zaigu 4.3.Teore
mako emaitza frogatzea, zeren eta,kasu honetan, ez bai
ta existitzen ondoko baldintza betetzen duen k>0 konstante
rik,

(4.13) p2(w)= {1t wax s kub? , Vuenl(2).
7] 6] Wi

Beste modu batez esanda,

ahuv)=[Vqudx—LIuvdx , Vunmﬁl(fl)
ol 9]
forma bilineal simetrikoa ez da koertzibo edo Hl(fl)-elig
tikoa eta ezinezkoa izango zaigu problema bariazionalaren
ebazpenik lortzea.

Oztopo hau ikusirik, (4.1)-(4.2) problema ebaz- .
teko, ondoko bideaz pentsa daiteke. |

Kontsidera dezagun (&n)cR+ O0-rantz jotzen duen
zenbaki erreal positiboen segida beherakor bat.

Biz, neN bakoitzerako, uneCz(Ii) (3.1)-(3.2)
problemaren ebazpena, E=én den kasurako.

n +@ -rantz doanean, (3.2) mugako baldintza Neu
mann-en mugako baldintzara jotzen du, hau da, (4.2) baldin
tzara.Beraz, pentsa daiteke ezen, (un)CC2(373 segidak,

n +@ -rantz doanean, (4.1)-(4.2) problemaren ebazpen bate
tarantz joko duela.Hala ere, ez da posiblea izango.

Posibilitate hau aztertzerakoan, ondoko hiru
kasuak bereiztuko ditugu.
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4.3.1 130 kasua.

Biz )\I(En) , £=£n deneko mugako baldintza zeiharra duene-
ko autobalio-problemaren lehen autobalioa.

Tim &n=0 denez gero, 1im )1(6n)=0 da ere. Beraz,

1>0 denez gero,
EnoeN /;]>>1(6“), Vn;no.

‘Honelatan ba, nyng deneko kasuan 3.3.Teorema ez
da aplikagarria. Hortaz, ezin dezakegu.(un) problema zeiha
rren ebazpenen segida bat aukeratu eta ezinezkoa izango da
lehen aipaturiko metodoari jarraituz,Neumann-en problema-

ren ebazpenik lortzea.
4.3.2 1=0 kasua.

1=0 denez gero, 1<X1(£n), VhsN. Berai,53,3tTeor9
ma ap]ikaéarria da eta &=¢ bakoitzerako, u problema zeiha
rraren ebazpen ez-negatibo erregular bat dugu.

Kontsidera dezagun (un) problema zeiharren ebazpe
nen segida eta suposa dezagun segida hau bornatuta dagoela,

hau da,

3cyo /A"UnW“n)‘Ca~V"€N-

Hl(jl) espazioa erreflexiboa denez gero, existi-
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tuko da azpisegida ahulki konbergentea. Dei diezaiogun
azpisegida honi ere (un),notazioa errazteko eta biz ueHl(fZ)
beraren Timite ahula.

un,&=£.n deneko problema zeiharraren ebazpena denez

gero, ondokoa beteko du:

(4.14) ViaVV 4 & | W VA = S qwa)vd x, Vne N ineH*(S)_)
i Ky

Iy |

(un) u-rantz ahulki konbergentea denez gero, ondo

ko baldintzak betetzen dira:

(4.15) | TuaTv dx —2 { TuWvax , WweH'()
52 : 52

(4.16) ‘ wovade, —20, ‘ wvde, Yveh'(D).
T r
52 k)

(4.15) eta (4.16) bistakoak dira , (un) segidaren
kohberéehtzia ahula dela eta. (4.17) betetzen dela "ikuste-
Ko, nahikoa da 3.12.Lema aplikatzea.

Honelatan ba, (4u14) berdintza , n +@ -rantz doaneko -

limitera eFamanez, ondokoa betetzen dela ikusten dugu,

(4.18) J'WNVax =5 glavdox ,VveH'(D.‘).
2 <« , '

Hau da, ueHl(jl) funtzioa (4.1)-(4.2) problemaren ebazpena
da. ‘ : _ 3

Dena dela, lortu dugun ebazpena nulua izan dai-
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teke eta kasu honetan, emaitza hau ez litzateke interes-
garria izango, nahi ditugun ebazpenak ez-nuluak dira eta.

. Beraz, 1=0 deneko kasu honetan ondoko posibili-
tateak ditugu:

(i) (un) ﬁrob]ema zeiharren ebazpenen segida ez-
bornatua izatea.

(i) (un) bornatua izatea. Kasu honetan, exjstif
tzen da Neumann-en problemaren ebazpen batetarantz jotzen:
dueneko (un) segidaren azpisegida bat, bainan ebazpen hau
nulua izan daiteke.

Hurrengo adibidearen bidez, 1=0 deneko kasu hone-
tan, Neumann-en problemaren ebazpen ez-nuluen existentzia

zihurtezina dela ikusiko dugu.
4.19.Adibidea.

Kontsidera dezagun ondoko Neumann-en problema,

(4l20) ' -‘Au=u2,52—hﬂ
4.21 . "9u=0 , [-n.
( ) _faﬁ [-n

SlcR3 ireki konexu bornatu erregularra izanik.
| f(2)=z2 funtzioak 4.3.Teoremako (fl), f3),v(f4)
eta (f;) baldintzak betetzen ditu. Bestalde, Ij? f(t)/t =
f'(0)=0, hau da, 1=0.
Suposa deiagun, ezen (4.20);(4.21) problemak ebaz

pen ez-nulu bat duela uecz(ff).
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- Du=y? denez gero, Au(x)¢0 izango da, Vxe 2.
Beraz, maximoaren printzipioa aplikatuz ondoko bi posibili
tateak izango ditugu:

(1) u=k funtzio konstantea izatea.

Kasu honetan, Au=0 izango litzateke eta (4.20)
ekuazioa betetzeko, u funtzioa nulua izan beherko litzate-
ke.

(i1) Mx}>n¥'p u(z) , Yxef.

Biz §0€F u funtzioak minimoa erdiesten dueneko
puntu bat. Maximoaren printzipio sendoak dioenez, puntu
honetan, deribatu normala nulua izango litzateke, (4.21)
baldintzaren kontra doalarik.

Beraz, kasu bietan absurdua lortu dugu, eta hala
beharrez, (4.20)-(4.21) problemaren ebazpen bakarra nulua
izango da. | |

_ Hortaz, 1=0 denez eta (un) problema zeiharren
ebazpenen segida bat dugunez gero, segida hau ez-bornatua
izango da edo bornatua izatekotan, beraren azpisegida ahul-
ki konbergenteen limiteak nuluak izango dira.

4.3.3 140 kasua.

; - 10 deneko kasu honetan, 4.3.Teorema aplikagarria
da eta (4.1)-(4.2) problemak ebazpen ez-negatibo'erregu1ar
bat du gutxienez.

Honetaz gainera,&e(01) bakoitzerako ere, existi-
tzen da problema zeiharraren ebazpen ez-negatibo eta erre-
gular bat.

4.22.Lema. (uekqu) problema zeiharren ebazpenen familia
bornatuta dago H (£2) espazioan..

Frogapena. _
3.3.Teorema dela eta, ¢e (0,1) bakoitzerako bada-

kigu problema zeiharraren ébazpén bat u, existitzen dela.
Ebazpen hau, ikusten genuenez, S& funtzionalaren puntu kri-
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tikoa da.

Tkus dezagun (Sg) funtzionalen familiak zein-

_ ge(oA)
tzu baldintza betetzen dituen.

S E( u)=1/2 { L}\Vutlzdx +£qu3dzr -LL_‘\dex} - L}(‘q(u}dx

y1/2 {{AVulldx-qﬂd’dx} . jne,m)ax

. A
»C nunﬁ«m)-lf quidx]y Gilwliicny Vuen! ()
B Hull¢p, Vee(0, 1)

£ nahiko txikia izanik, "ﬁuul=o( huuﬂqfn ) baita u=0
puntuan. - 52 _ '

Bestaide, 3.Kkapituluko 3.3.5 ataleko u=keHl(Q) funtzio
konstantea aukeraturik, ondokoa dugu:

2 R
< 2°K2 Hd«-t“ﬂ_ G(Ri) | dx
2 47 'n | St

sE(Ru)=‘_R_22_\<_2_ %esru--tjdx } - (i,(QK){dx

< k{‘Q'Z—kZ'R}/e } VR> Ag /i -
beraz, ]Jb)Z dela kontutan izanik, ondokoa dugu:

dR,€R / Vee(0,1), HR&e(O,RO) : Sg (Rgu)=0.
Mendilepoaren teoreman ikusten zenez, ondoko

f% multzoa aukeraturik, b ebazpenari zegokion balio

e Ye
kritikoa ondokoa zen,

[=lhec([0.1], W) 7 h(0)=0 eta n(1)=
| Rekeeg ).

. 4 b.=inf max S, (u)
& hely uehog] &

Bistakoa denez, béziw,V£e(0,1} eta bestalde,
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A [0,1] — HH(O))
S —m--- > h(s)=ROsk

funtzio jarraja kontsideratuz, ondokoa dugu:

bg= inf max S, (u)ginf max s (u)emax S, (u)=p ,Ye(0,1)
hel'é ueh{o ] he [z uehfos] uch{o 1]
Hortaz, (uagffam11iak ondokoak betetzen ditu:
(4.23) 0<dg sg(u&)ssl(ué)\qa.
(4.24) Sé(u€)=0,V£e(0,1).

Honelatan ba, 3.Kapituluko 3.19.Teoremako arrazo
namendu berberari jarraituz, (ua) familia bornatuta dagoe-
la lortzen da Hl(IZ) espazioan. |

Bestalde, Hl(Sl) espazioan Qhizko normarekiko ba-
liokidea den ondoko norma kontsideratuz, Sé(ua) eragilearen
adierazpena ondokoa izango da: '

-

= m\z-zj w? ]’é .yl
Il “,2 A , YueH" (£1) |
Sé(ué)~=u&+£\(0(ue)-T(ua):o,Vee(O,l) |
1 . 1 1 . . . .
HY(£2)-tik (H (£)) -erainoko T eragilea trinkoa delarik,
(T(u),v)=} g(u)vdx, Vu,veHl(Sl).
59
(ue) bornatua denez gero, (Xo(ué)) ere bornatua

izango da. Honetaz gainera, T trinkoa denez gero, existi-
tuko da‘(T(un))‘(T(uE)) familiatik -ateratako segida kon-

bergente bat, eta (un) segidak ondokoak beteko ditu:

Tim u_=1im T(u ),;Hl(Sl -n.
n»s N n>o n- -
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él? &Xo(u£)=o baita, (Xb(ua)) bornatuta baitago.
Honetaz gain, erraz ikus dajtekeenez, (un) segi-
daren limjtea ez da nulua, zeren eta nulua izango balitz,

Se.(u_) =1/2 ﬂ |19ua’- L uf + & u%civ}-} G tunl dx
o S 5 r =2

L CHl UUQ’;«(&) + Hg)_ﬁ (Wn) l

< Ciwang) , Ve
Se(ue))&> 0,Véc(0,1) izatearen kontra doalarik.

4.3.2 atalean eginiko arrazonamenduei esker, segi
da honen limitea, Neumann-en problemaren ebazpena dela dakigu.
Beraz, 1<0 deneko kasu honetan, (ue) problema zeiharren ebaz
penen familia bornatuta dago eta azpisegida konbergente bat
du, zeinaren limitea ez-nulua eta Neumann-en problemaren
ebazpena den. |
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